Pierwsza cyfra znaczgca to

W pozycyjnym systemie zapisu pierwsza

od lewej cyfra liczby niebedagca zerem.

Przyktadowo dla 234 jest to 2,
a dla 0,75 to 7.
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Rys. 1. Rozklad czestosci pierwszych cyfr

znaczgcych powierzchni wszystkich
krajéw Swiata.

Pierwsze cyfry Maciej PAJAK®

Rozwazmy nastepujacy problem: gromadzimy powierzchnie wszystkich krajow
wyrazone w kilometrach kwadratowych i patrzymy tylko na pierwsze cyfry
znaczace tych wartosci. Otrzymamy liste liczb z zakresu od 1 do 9 wiacznie;
pytanie brzmi, jakie sg czestoéci ich wystepowania w tym zbiorze?

W dobie powszechnego i otwartego dostepu do informacji nietrudno sprawdzi¢ to
samemu; jezeli umiescimy czesto$ci na wykresie, bedzie on przypominaé rysunek 1.

Czy regularny ksztalt tego wykresu to tylko ciekawy przypadek, czy jesteSmy
na tropie ogdlnej zaleznosci (ktéra najchetniej opisaliby$my wzorem)? Uwazny
Czytelnik zapewne spostrzegl, ze formultujac problem, poczyniliSmy pewne
zalozenie, mianowicie chcieliSmy, zeby powierzchnie krajow byly wyrazone

w kilometrach kwadratowych. Jednak nie wszystkie kraje na $wiecie uzywaja
systemu metrycznego — czy ksztalt rozkladu zmieni sie, jezeli wyrazimy je

w milach kwadratowych lub stopach kwadratowych? Co bedzie, jezeli spojrzymy
na ludnoé¢ zamiast na powierzchnig, albo historyczne wartosci ludnosci?

Wreszcie, czy musimy ograniczaé si¢ do danych geograficznych? Absolutnie nie!

Spéjrzmy wiec na pierwsze 1000 wyrazéw ciagu Fibonacciego, liczby (niebedace
datami badz liczbami porzadkowymi, numerami stron, itd.) pojawiajace sie

w dowolnym wydaniu Financial Timesa albo w dowolnej pracy naukowej z duza
iloécia danych liczbowych.

Pozostawie to tutaj jako éwiczenie z wyszukiwania informacji dla chetnych, ale
zdradze, ze wynik (oczywiscie w przyblizeniu) jest zawsze taki sam.
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Rys. 2, Rozklad czesto$ci powierzchni krajéw (a) w skali liniowej, (b) w skali logarytmicznej na osi X, (c¢) pojedynczy rzad wielkosci z (b),
(d) przyblizenie, liczby w zakolorowanym obszarze zaczynaja si¢ od 1.
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Aby zrozumieé, co sie dzieje, musimy odwolaé sie do rozkladu calych liczb
(rysunek 2), ale zamiast malo informatywnej skali liniowej (a) na osi poziomej
uzyjemy skali logarytmicznej (b). Patrzac tylko na jeden rzad wielkosci,

tj. warto$ci pomiedzy dwiema kolejnymi potegami dziesiatki (c) (liczby

w kolejnych obszarach rozpoczynaja sie od 1, 2, i tak dalej), widzimy, ze

te obszary staja si¢ coraz mniejsze.

Jedli zalozymy, ze wérdd liczb wewnatrz jednego rzedu wielkosci ten rozktad
nakreglony w skali logarytmicznej na osi poziomej jest w przyblizeniu staly (d), to
pole zakolorowanego obszaru bedzie réwne: ¢ - (log;, 2 — log;, 1), a ogélnie, dla
dowolnej cyfry poczatkowej n bedzie to

n+1
c- (logjo(n + 1) —logyo(n)) = c-logyg ( o ) ;

czyli wzgledna czestos$é cyfry poczatkowej n to po prostu

n+1
log;q " .

Ta sama prawidlowos$¢ zachodzi dla wielu rodzajéw zbioréw liczb (m.in. tych
wymienionych powyzej), jednak tatwo przywolaé przyklady, dla ktérych
nie zachodzi, np. wzrost, masa ciata ludzi.

Aby wyjaénié, co wyréznia wymienione klasy danych liczbowych, musimy odwotaé
sie z powrotem do rysunku 2(b). Po pierwsze, aby nasze przyblizone obliczenia
byly uzasadnione, dane musza obejmowaé kilka kolejnych rzedéw wielkosci,

w praktyce co najmniej 3-4, co wyklucza m.in. wzrost i mase ciata. Ponadto,
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Tablice logarytmiczne to narzedzie, ktére
ulatwialo wykonywanie skomplikowanych
obliczen wykorzystujacych mnozenie,
potegowanie, itd. przed
upowszechnieniem kalkulatoréw; dla
kazdej liczby mozna bylo odnalezé
przyblizong warto$é¢ jej logarytmu.

poniewaz zmiana jednostki (np. z kilometréw kwadratowych na mile kwadratowe,
jak w przykladzie z powierzchniami) jest niczym innym jak mnozeniem wszystkich
wartosci przez stala, rozktad czestosci na skali logarytmicznej zachowuje swdj
ksztalt i przesuwa sie w lewo lub w prawo. Jezeli na poczatku rozktad

nie obejmowal wystarczajaco wielu rzedow wielkosci badz nie byt wystarczajaco
»blaski” na skali logarytmicznej, przeliczenie jednostki sprawi, ze proporcje
wielko$ci zakolorowanych obszaréw ulegng zmianie, tym samym zmieniajac ksztalt
rozktadu czestosci pierwszych cyfr.

Opisana prawidlowosé jest nazywana prawem Benforda, mimo ze Frank Benford
nie byt pierwsza osoba, ktéra zauwazyla to zjawisko. Pierwszy byl Simon Newcomb,
znany réwniez ze swojej pracy w dziedzinach fizyki, astronomii i ekonomii, ktéry
w roku 1881 zauwazyl, ze w tablicach logarytmicznych w bibliotece strony

z liczbami zaczynajacymi sie od 1 byly bardziej zuzyte od tych z liczbami
zaczynajacymi sie od 2, itd. Odkrycie popadlo w zapomnienie az do roku 1938,
kiedy Frank Benford, inzynier i fizyk pracujacy dla General Electric, opublikowatl
swoje obserwacje poparte przyktadami wielu réznych zbioréw liczbowych
spetniajacych zalezno$é¢, m.in. tych wartosci geograficznych, od ktérych
rozpoczeliSmy nasze rozwazania.

czestosé

Szukajac mozliwych uogdlnien tego zjawiska, zastanowmy sie, czy dla
wartosci liczbowych, ktérych pierwsze cyfry zachowuja sie zgodnie

z rozktadem Benforda, da si¢ co$ powiedzie¢ o drugich i kolejnych
cyfrach tych liczb. Ot6z tak, spdjrzmy na rysunek 3, podobny do
rysunku 2(d), ale z innymi zakolorowanymi obszarami.

Podobnie jak wyznaczaliémy obszary obejmujace liczby zaczynajace
si¢ od 1, mozemy wyznaczy¢ obszary, w ktorych znajduja sie liczby
zaczynajace sie od 12, 22, 32, itd., czyli wszystkie, w ktoérych druga
cyfra znaczaca jest 2. Jezeli oznaczymy dowolny ciag cyfr jako x,
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Rys. 3. Fragment przyblizonego rozkladu czestosci liczb
spelniajacych prawo Benforda na skali logarytmicznej.

10 dowolna pojedyncza cyfre jako 7 i prawdopodobiefistwo tego, ze
liczba zaczyna sie od ciagu dwoch cyfr a i b jako P(ab%), to podobnie
jak poprzednio, biorac pod uwage powierzchnie obszaru obejmujacego

liczby rozpoczynajace sie od 12, mozemy okresli¢
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10z + 3
Wzér ogélny dla drugiej cyfry znaczacej n przybiera nastepujaca

forme:
P(?nx) Z logyq ( )

Idac dalej, mozemy tatwo otrzymac¢ wzoér na prawdopodobienstwo
k-tej cyfry réwnej n; nietrudno zauwazy¢, Ze przy rosnacym numerze
cyfry (k) rozklad prawdopodobienstwa bardzo szybko staje sie

P(12x) = logy, (

pozycja:
10z +n
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Rys. 4. Prawdopodobienstwo wystapienia
danej cyfry na kolejnych pozycjach liczby
ze zbioru spelniajacego prawo Benforda.
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9 nierozréznialny od rozkladu réwnomiernego (rysunek 4).

Prawo Benforda mozna tez uogélnié¢ na inne systemy liczbowe, we wzorach
zamieniamy wtedy podstawe logarytmu i wszelkie dziesigtki na podstawe systemu
liczbowego, ktérego uzywamy. Liczby spelniajace zaleznoé¢ w jednym systemie
liczbowym beda ja dalej spelnia¢ po zamianie podstawy.

Na koniec, zainteresowanym dowodem, tudziez formalnym wyjasnieniem tego
empirycznego zjawiska, polecam serie artykuléw Theodore’a P. Hilla. W tych
publikacjach autor opisuje, jak generowanie liczb losowych ze zbioru wielu réznych
losowych rozktadéw prawdopodobienstw w naturalny sposéb prowadzi do rozktadu
Benforda dla ich kolejnych cyfr znaczacych.
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