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Grupa warkoczy byla rozwazana po raz pierwszy przez Adolfa Hurwitza w roku
1885, jednak nie pod ta nazwa; w grupie rozwazanej przez Hurwitza trudno byto
dopatrzy¢ sie warkoczy. Nazwe wprowadzil Emil Artin w roku 1925, bo w jego
interpretacji elementy grupy kojarza sie z warkoczami. Przypomne, jak sie je
zaplata. Dzielimy wtosy, z ktérych chcemy zaples¢ warkocz, na trzy pasma réwnej
gruboéci. Nazwijmy je: pasmo lewe, srodkowe i prawe. Zaplatamy lewe pasmo

na srodkowe. Pasma zmieniaja kolejnosé: lewe pasmo staje si¢ sSrodkowym, Srodkowe
staje si¢ lewym. Nastepnie zaplatamy prawe pasmo na $rodkowe, potem lewe

na Srodkowe, i tak dalej. Gdy zblizamy si¢ do konica dlugosci wloséw, zwiazujemy
wszystkie trzy pasma razem sznurkiem, gumka, spinkg lub wstazka z kokardka. Taki
warkocz jest prosty do zaplecenia, estetyczny i trwaly, zachowuje swoj wyglad.

Mozna tez zaplataé warkocz odwrotnie: pasmo Srodkowe na lewe, potem Srodkowe
na prawe, potem Srodkowe na lewe, i tak dalej. Rezultat wyglada bardzo podobnie,
ale jesli zaczniemy zaplata¢ warkocz ,normalnie” a potem, powiedzmy po potozeniu
lewego pasma na srodkowe, bedziemy kontynuowaé zaplataniem ,,odwrotnym”
pasmo $rodkowe na lewe, potem Srodkowe na prawe i tak dalej), to w pewnym
momencie okaze sig, ze wszystko sie rozplotto i mamy z powrotem trzy réwnolegle
pasma, od ktérych zaczeliSmy.

—

Warkocze matematyczne, o ktérych méwil Artin, moga sie skltadaé z wielu pasm.
Kazde z nich zastepujemy jednym wlosem, zwanym nicig, ktéry ma grubosé rowna
zero. Ponadto, dla tatwiejszej interpretacji, bedziemy warkocze zaplataé poziomo,
jak Pippi Ponczoszanka. Zdefiniuje teraz owe matematyczne obiekty. Ustalmy
prostokatny uktad wspoétrzednych w przestrzeni. O§ OX jest pozioma, skierowana
z lewa na prawo i okresla ona kierunek warkocza. Czesto piszemy ¢ zamiast z i tak
tez bedziemy postepowac tutaj. Os OY tez lezy w plaszczyznie poziomej i jest
skierowana ,w glab kartki”, a o§ OZ jest skierowana do géry.

Warkocz o n niciach jest to wspolny wykres n funkcji ciagtych okreslonych
na pewnym przedziale [a,b], fi, f2,- .., fn : [a,b] — R2, speliajacych dwa warunki:

e ich wykresy sie nie przecinaja, czyli dla kazdego ¢ z przedziatu [a, b] mamy

fi(t) # f;(t) dlai # j,
e zbiory ich wartosci na poczatku i na koncu przedziatu sa takie same, czyli,
bardziej formalnie, istnieje taka permutacja 7 zbioru {1,2,...,n}, ze

fi(b) = frpy(a) dlai=1,2,...,n.

Wykres funkcji f; to i-ta ni¢ naszego warkocza. Dla wygody dalszego opisu
przyjmiemy oznaczenie P; = f;(a) 1 wybierzemy poczatki nici Py, Py, ..., P,

na osi OZ ponumerowane od dotu do géry. Teraz kolejne nici leza jedna nad druga
i gdy sie zaplataja (krzyzuja), méwimy, ze dolna lezy przed gérng (patrzac

,0d nas”) lub za gérna.

Warkocz bedziemy oznaczaé mala litera bez indeksu. Powiemy teraz, kiedy dwa
warkocze f = (f1,...,fn) 19 = (91,...,9n) uwazamy za takie same (réwnowazne,
izotopijne), co bedziemy oznaczaé jako f ~ g. Najpierw dwa proste przypadki.

1. Przesuniecie: ¢;(t) = fi(t —¢) dlai = 1,2,...,n. Warkocz g jest okreslony
na przedziale [a + ¢,b + c] 1 jego wykres jest taki, jak wykres warkocza f, tylko
przesuniety w lewo lub w prawo.

2. Zaplecenie gesciejsze lub rzadsze: g;(t) = fi(ct), ¢ >0,dlai=1,2,...,n.
Warkocz g jest okreslony na przedziale [a/c, b/c] 1 jest zapleciony podobnie jak f,
ale gesciej (jedli ¢ > 1) lub rzadziej (jedli ¢ < 1).

Ogolnie warkocze uznamy za réwnowazne, jesli istnieje miedzy nimi izotopia.

Céz to takiego? Jedli funkcje f; sa okreSlone na [a, b], a ¢; sa okreSlone na [d, €],
taczaca je izotopia nazwiemy funkcje ciaglte dwéch zmiennych Fi(t,s),..., Fy(t,s)
okreslone na trapezie, ktérego dolna podstawa to {(¢,0) : ¢ € [a, ]}, a gérna to
{(t,1) : t € [d, e]}, spelniajace nastepujacy warunek: dla kazdego ustalonego s
funkcje tworza warkocz, przy tym F;(¢,0) = f;(t), a Fi(t,1) = g;(t). Izotopia

jest wiec ciagla rodzina warkoczy, taczaca warkocz f z warkoczem g.

1



/_4_/

Rys. 2. Dodawanie warkoczy. Trzeci
warkocz jest odwrotny do drugiego.
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Rys. 4. Relacje w B,.
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Intuicyjnie, jesli warkocze nie sa zaplecione zbyt gesto i nie sa zbyt dlugie, to
mozna ztapac¢ za lewe konce warkocza lewa reka i za prawe konce warkocza prawa
reka, i potrzasnaé. Jesli warkocze sa réwnowazne, to po potrzasnieciu powinny
wygladaé¢ identycznie.

Warkocze mozna w naturalny sposéb dodawac. Jesli warkocz f jest okreslony

na przedziale [a,b], a warkocz ¢ jest okreslony na przedziale [b, ¢], to zbiér koncéw
nici pierwszego warkocza pokrywa si¢ ze zbiorem poczatkéw nici drugiego
warkocza, wiec mozna je odpowiednio polaczy¢ i otrzymaé jeden warkocz f - g.
Jedli oznaczymy nowy warkocz przez h, to bedzie on okreSlony na przedziale [a, ]

przez funkcje
ha(t) = fi(t) dla t € [a, b],
9r (i) (t) dlat e [ba C]v

gdzie T jest permutacja odpowiadajaca warkoczowi f. Jesli przedzialy okreslonosci
warkoczy nie lacza sie na konicach, to mozna drugi warkocz odpowiednio przesunaé
i dopiero wtedy potaczyé warkocze.

Tak okreslone dzialanie jest laczne, czyli (f-g)-h = f-(g-h). Ponadto nietrudno
wykazaé, ze jesli f ~gih~k, to f-h~ g-k, wiec dzialanie laczenia warkoczy jest
okreslone (i taczne) na klasach réwnowaznosci warkoczy. Jego elementem
neutralnym jest warkocz staly ¢ = (f1,..., fn) (a wlasciwie jego klasa
réwnowaznosci), gdzie f;(¢t) = P; dla kazdego t z przedziatu [a, b]. Wspomniatem
we wstepie, ze dotaczenie do warkocza ,normalnego” warkocza zaplecionego
odwrotnie daje warkocz staly. Ogdlnie, warkocz odwrotny do warkocza f
otrzymujemy przez odbicie symetryczne warkocza f wzgledem plaszczyzny OYZ.
W ten sposéb wykazalidémy, ze klasy réwnowaznoéci warkoczy tworza grupe

ze wzgledu na dzialanie taczenia warkoczy. Te grupe nazywamy grupa warkoczy
o n niciach i oznaczamy B,, (po angielsku braid group).

Dalej nie bede odrézniat klasy réwnowaznosci warkocza od jej reprezentanta,
zwanego czasem warkoczem geometrycznym, i bede oba nazywal warkoczem.
Z kontekstu bedzie jasno wynikato, w ktérym ze znaczen uzywam tego pojecia.

WeZmy dowolny warkocz i rozwazmy jego rzut na plaszczyzne OXZ, czyli
»plaszczyzne kartki”. Powiemy, ze dwie nici krzyzujq sie, jesli krzyzuja si¢ ich rzuty
na plaszczyzne OXZ. Moze sie zdarzy¢, ze rzuty trzech nici spotykaja sie w jednym
punkcie lub zZe rzuty dwoch nici pokrywaja sie na pewnym odcinku, ale po izotopii
(potrzasnieciu) mozemy zalozyé, ze liczba skrzyzowan jest skoficzona, przez kazde
skrzyzowanie przechodza tylko dwie nici i dwa rézne skrzyzowania maja rézne
wspolrzedne . Wtedy albo nie ma skrzyzowan i warkocz jest prosty (réwny ¢), albo
mozna podzieli¢ przedzial [a, b] na krétkie przedzialy tak, ze w kazdym z nich jest
tylko jedno skrzyzowanie. Oznacza to, ze nasz (dowolny) warkocz jest ztozeniem
warkoczy typu o; i o, L przedstawionych na rysunku 3. Innymi slowy, warkocze o;,

i1=1,2,...,n—1, sa generatorami grupy B,,. Miedzy tymi generatorami zachodza
relacje
0;0j = 004, ‘i—j|>1,
(%) Y
O’iCTjUiIO'jO'iO'j, "L—]|:1,

przedstawione na rysunku 4. Okazuje sig, ze wszystkie relacje miedzy
generatorami o; wynikaja z relacji (x). Twierdzenie to zostalo udowodnione
niezaleznie przez Artina i Bohnenblusta w 1947 roku.

% ok ok
Grupa warkoczy jest SciSle zwiazana z teoria wezléw i pojawia sie tez w bardzo
wielu innych dziedzinach matematyki: w topologii, teorii grup, teorii algebr,
geometrii algebraicznej, w algebrach von Neumanna, a oprécz tego w fizyce
i mechanice statystycznej. Po Artinie wazne prace o grupie warkoczy pisali laureaci
medalu Fieldsa: Pierre Deligne, William Thurston i Vaughan Jones. Opisze teraz
pokrétce inne, réwnowazne definicje tej grupy.

1. Grupa (rozwazana przez) Hurwitza. Ustalamy n punktéw Py, Ps, ..., P,
wewnatrz domknietego kota D na plaszczyznie. Rozwazmy klasy izotopii
homeomorfizméw kota D na siebie, ktore sa identyczno$cia na brzegu kota

i permutuja punkty Pj, Ps, ..., P,. Homeomorfizmy sa réwnowazne (izotopijne),
jesli sa polaczone ciagla rodzing takich homeomorfizméw. Zlozenie
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Rys. 5. Lemat Alexandera.
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Rys. 6. Warkocze jako automorfizmy
grupy wolnej.

homeomorfizméw zachowuje klasy rownowaznosci i otrzymujemy grupe klas izotopii
homeomorfizméw izomorficzng z grupa warkoczy. Jak wyglada ten izomorfizm,
podpowiada nastepujacy lemat.

Lemat 1 (Alexander). Jesli h: D — D jest takim homeomorfizmem kola

o $rodku 0, ze h(0) =0 i h jest tozsamoscig na brzegu kola, to istnieje taka izotopia
hi: D — D, t€[0,1], ze ho(xz) = x, he(0) = 0, he(z) = h(z) ¢ hy jest toZsamoscig
na brzegu kola.

Dowaod. Mozemy zalozyé, ze D jest kotem jednostkowym na plaszczyzZnie zespolonej
D={z=re":0<r<1,0<6<2r}.
Wtedy szukana rodzina homeomorfizméw moze by¢ zadana wzorem
ret?, t<r<l,

hy(re'?) = )

t(re”) t-h(Zew), 0<r<t.

Podczas izotopii hy punkty hi(Py), he(Ps), ..., hi(Py,) poruszaja sie wewnatrz
dysku, nie spotykajac sie, i funkcje f;(t) = hi(P;) okredlaja nici warkocza
odpowiadajacego homeomorfizmowi h. Klasa réwnowaznosci warkocza zalezy tylko
od klasy izotopii h.

2. Gdy dany jest warkocz f = (f1, f2,-- -, fn), to dla kazdego t € [a, b] okresla on
zbiér n réznych punktéw fi(t),..., fn(t) na plaszczyznie; dla t = a i dla t = b jest
to ten sam zbiér. Mozna wiec powiedzieé, ze warkocz to zamknigta droga

w przestrzeni n-elementowych nieuporzadkowanych podzbioréw plaszcezyzny
(przestrzeni konfiguracyjnej n punktéw w ptaszezyznie), oznaczanej C, (R?). Zatem
grupa warkoczy B, to grupa podstawowa 1 (C,,(R?)).

3. Zamiast o R? mozna méwié o plaszczyznie C liczb zespolonych. Zbiorowi
n-elementowemu liczb zespolonych {z1, 22, ..., 2, } jednoznacznie odpowiada
wielomian unormowany f(z) = (z — z1)(2 — 22) ... (# — z,) 0 réznych pierwiastkach
zespolonych. Grupe B, mozna wigc tez interpretowaé jako grupe podstawowa
przestrzeni wielomianéw unormowanych stopnia n o wspélczynnikach zespolonych,
bez pierwiastkéw wielokrotnych. Zauwazmy, ze wielomian jest okre$lony przez

n swoich wspoétezynnikéw. Ponadto dla wielomianéw bez pierwiastkéw
wielokrotnych wyréznik A, ktory jest wielomianem od wspoélczynnikéw, jest rézny
od zera. Jesli zatem oznaczymy H = {(aq,...,an—1) : Alag,...,a,—1) = 0}, to

B, =m(C"\ H).

4. Ostatnia interpretacja grupy warkoczy nalezy znéw do Artina. Zamiast wyréznié
punkty Pi, Py, ..., P, w dysku D mozemy je z niego wyrzuci¢. Wtedy méwimy

o grupie podstawowej w1 (D \ {P1, Pa, ..., Pn}, Py) = F,, z punktem bazowym P,

na brzegu dysku D. Homeomorfizm h indukuje automorfizm grupy F,,, ktora jest
grupa wolna o generatorach 1, ..., x, przedstawionych na rysunku 6.

Lemat 2 (Artin). Homomorfizm ¢ : F,, — F,, jest indukowany przez
homeomorfizm h : D — D (ktdry jest warkoczem i w szczegdlnosci jest
automorfizmem) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(x1x2...Tn) = T1X2 ... Ty i dla kaidego
ke {1,2,...n}, ¢(xr) jest sprzezone z pewnym xj, czyli d(xy) = AkxjAgl.

Stad grupa B,, jest izomorficzna z powyzsza podgrupa automorfizméw grupy
wolnej.

W roku 2001 Daan Krammer i Stephen Bigelow udowodnili (osobno), ze grupa B,
jest grupa liniowa, izomorficzng z pewng podgrupa multiplikatywnej grupy
macierzy. Byt to otwarty problem przez wiele lat. Z tego twierdzenia wynika bardzo
wiele waznych wtasnosci grupy B, ale wigkszo$¢ byla juz znana przed jego
udowodnieniem.

Na koniec chcialbym przytoczyé¢ jeden otwarty problem, ktéry mozna tatwo
sformutowaé. Warkocz nazywamy dodatnim, jesli mozna go zapisa¢ jako iloczyn
dodatnich generatoréw (same o; bez o, 1). Warkocz jest potdodatni, jesli mozna go
zapisaé jako iloczyn elementéw sprzezonych z dodatnimi generatorami. Nalezy
znalez¢ algorytm, ktéry sprawdza, czy warkocz jest pétdodatni. Wiadomo, ze
istnieje rozwiazanie dla warkoczy o trzech niciach, podane przez S. Orevkova. Moze
Tobie, Czytelniku, uda si¢ znalezé¢ rozwiazanie dla wigkszej liczby nici?
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