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Rys. 1. Ilustracja ciggu Collatza dla

c1 = 27; pierwszy wyraz réwny 1 to cii2.
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Na tropie liczb gradowych
Kamila BOJAR"

W matematycznym Swiecie od zawsze znajdowato si¢ mndstwo tajemnic
czekajacych na odkrycie. Tak zawilych i zdradzieckich, ze tylko szaleficy
mogli w ogble wyobrazi¢ sobie ich istnienie. Tymi szalencami byli
nieustraszeni matematycy, ktérzy juz od stuleci (jezeli nie tysiacleci) szukaja,
rozwiazuja i wyjasniaja zagadki, ktére wiekszosé ludzi juz dawno uznawalta
za beznadziejne przypadki (lub sa one tak abstrakcyjne, ze w zaden sposéb
nieosiggalne). Mimo trudu i znoju wciaz pozostato mnéstwo do odkrycia.

O istnieniu wielu przeszkéd zapewne dopiero sie dowiemy, lecz znane sa takie,
nad ktérymi zazarte prace, by je pokonaé, wcigz trwaja. Jednym z nich jest
problem Collatza, zwany takze problemem 3n + 1 lub 3z + 1. Sformutowal go
najprawdopodobniej niemiecki matematyk Lothar Collatz. Bierze sig¢

pod uwage réwniez kilku innych potencjalnych autoréw, miedzy innymi
Bryana Thwaitesa, ktory oglosil, ze to on wpadtl na ten problem okoto
dwadziedcia lat przed jego opublikowaniem (czyli réwnolegle do Collatza).
Czy méwil prawde? Moze to kolejna zagadka ukryta w naszym problemie?
On sam za$ chowa sie przed nami, zmieniajac swojg nazwe. Zagadnienie jest
znane réowniez jako: problem Ulama, problem Kakutaniego, problem

z Syracuse, problem Hasse’a oraz problem Thwaitesa. Zainteresowanie nim
znacznie wzrosto, kiedy ustanowiono nagrode dla wytrwalego poszukiwacza,
ktéry znajdzie rozwigzanie albo chociaz sie do niego zblizy (bez precyzyjnego
okre$lenia, na czym owo zblizenie ma polegaé). Ta zacheta nie wyciggneta
jednak badaczy ze $lepego zautka. Mimo staran wielu matematykow
zagadnienie wciaz pozostalo nierozstrzygniete. Powstalo nawet przekonanie,
ze problem musial zostaé¢ stworzony przez matematycznych wrogdéw w celu
odciggniecia ich od naprawde potrzebnych i waznych spraw. Poszukiwania
porzucil nawet jeden z najstynniejszych matematykéw Paul Erd6és, okreslajac
zagadnienie stowami: ,beznadziejne, absolutnie beznadziejne” oraz

,by¢ moze matematyka nie jest jeszcze gotowa na takie problemy”.

Te stowa ostudzity zapal wielu poszukiwaczy, ale nie wszystkich, bo skoro
matematyka nie jest jeszcze gotowa na takie problemy, to dlaczego by

nie poméc jej stac sie gotowa?

Problem jest do$¢ prosto sformutowany, a mianowicie dotyczy ciagu
tworzonego wedtug rekurencyjnej zasady:

c _ §cn)
s 3cn, + 1,
gdzie ¢; € N. Po wybraniu kilku przyktadowych pierwszych wyrazow
otrzymujemy ponizsze ciagi:

7,22,11,34,17,52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16,8,4,2,1 . . .,
11,34,17,52, 26,13, 40,20, 10,5,16,8,4,2,1. . .,
15,46, 23,70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16,8,4,2,1 . ..

Kazdy z powyzszych ciagéow wpada w petle 4,2,1,4,2,1... Wiadomo juz, ze
wszystkie ciagi o wyrazie poczatkowym mniejszym niz 5,764 - 10'® koncza sie
ta wlasnie sekwencja. Meritum problemu polega na tym, Ze nie jest znany
zaden dowdd na to, ze ta petla bedzie konczyla ciag dla kazdej liczby
poczatkowe;j.

gdy ¢, jest parzyste,
gdy ¢, jest nieparzyste,

Na rysunku 1 mozna zaobserwowa¢ nature ciggu, od ktorej wzieta sie nazwa
liczby gradowe. Chodzi o podobienstwo zachowania sie liczb w ciggu

do krysztatkéw lodu podrézujacych w chmurze gradowej. Kawatki lodu
wedruja z gory na doét i z powrotem niesione przez burzliwe wiatry, zbierajac
przy tym mase. W konicu przekracza ona poziom krytyczny, sita wiatru
przegrywa z grawitacja i krysztatki lodu spadaja na ziemie w postaci gradu.
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Rys. 2. Wartosci maksymalne ciagéw dla
pierwszych wyrazéw mniejszych od 1000.
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Rys. 3. Dlugoéci ciaggéw dla wyrazow
poczatkowych mniejszych niz 10 000

(sama liczba poczatkowa nie zostala
wliczona do dlugosci).

Jak widzimy, podobnie dzieje sie z wyrazami ciggu, ktére rosna, maleja,
rosna, az ostatecznie spadaja do jedynki.

Matematycy prébowali juz na najrézniejsze sposoby odnalezé¢ rozwigzanie.
Podazali wieloma drogami, szlakami i tropami. Niestety, wigkszos¢
zawedrowala w §lepa uliczke, pozostawiajac problem bez odpowiedzi.
Ciekawa rzecza, mogaca przyblizy¢ do rozwiazania, jest poznanie
podstawowych wtasnosci ciagu, na przyktad zaleznosci jego wartosci
maksymalnej od jego wartoéci poczatkowe;j.

Maksima uktadaja sie wzdtuz linii poziomych i sko$nych. Linie poziome
biora sie stad, ze maksima lubia sie powtarza¢. Na przyktad ciag
7,22,11,34,17,52, 26,13, 40, 20,10, 5, 16, 8,4, 2, 1 ma maksimum 52.

Nie jest to maksimum tylko dla liczby poczatkowej 7, ale takze dla liczb
22,11,34,17,52. Kto wie, moze dla kazdego maksimum da sie przydzieli¢
cho¢by jedna linie skoéna (to znaczy taka, na ktérej znajduja sic maksima
nieskoficzenie wielu ciagéw) czy pozioma (maksimum wystarczajaco
wielu ciggéw)?

Kolejna wlasnoscia sa dtugosci ciagu (az do pojawienia sie w ciagu
wartosci 1). Mimo braku uporzadkowania (w kazdym razie na pierwszy
rzut oka), inaczej niz w przypadku wartosci maksymalnych, mozna odczytaé
cho¢by kilka wlasnosci. Jedna z takich ciekawostek sa rekordzisci.

Na przyktad: najmniejsza liczba poczatkowa tworzaca ciag o dhugosci
przekraczajacej sto jest 27 (dlugosé to 112), liczba poczatkowa dajaca
najwicksza dlugosé ciagu w przedziale od 1 do 100 jest 97 (dtugosé 119),
w przedziale od 1 do 100000 liczba 77031 (351), za§ w przedziale od 1

do 1000000 liczba 837799 (525). Mozna szukaé takich ciagéw, dla ktérych
dlugos¢ ciagu przekracza wartos$é poczatkowa. W ciggu wystepuja tez
ciekawe powtérzenia, na przyktad w przedziale od 1 do 100 wystepuje az

6 trzyelementowych zbioréw kolejnych liczb poczatkowych dajacych

taka sama dlugosé. Sa to {28,29,30} (19), {36,37,38} (22),

{44, 45,46} (17), {49,50,51} (25), {65,66,67} (28) oraz

{68,69,70} (15). Jesli przesledzié ciagi o wartosci poczatkowej do 102,
zobaczymy pierwszy taki zbiér piecioelementowy {98, 99, 100, 101,102} (26).
Kolejnym zbiorem piecioelementowym jest {130,131, 132,133,134} (29).
W danej funkcji mozna takze znalezé wiele innych powtdrzen:
czteroelementowe {314, 315,316,317} (38), szeScioelementowe

{386, 387, 388, 389,390,391} (121). Wérdd liczb mniejszych od 10000 000
mozna znalezé 65 kolejnych liczb poczatkowych dajacych taka sama
dlugosé ciagu. Sa to {5772712,5772713,...,5772776} (215) oraz
{9170858,9170859,...,9170922} (226).

Pozostaja pytania: po co zajmowacé sie takimi problemami? Dlaczego nasi
poszukiwacze tak chca odnalezé rozwiazanie? Juz wiele razy w historii
zdarzalo sig, ze matematycy zajmowali si¢ jakim$ zagadnieniem z czystej
ciekawosci, bez praktycznego celu, a dopiero po latach znajdowano dla niego
zastosowanie. Stalo sie tak, miedzy innymi, z liczbami pierwszymi. Cho¢ sa
tez takie obszary matematyki, ktore jak na razie zastosowan dla siebie

nie znalazly (i raczej sie na to nie zapowiada). Innym powodem szukania
rozwiazania jest to, ze bladzenie po ciemku zmusza matematykow

do wysitku, do treningu i rozwoju, a w konsekwencji do rozwoju calej
matematyki, poniewaz w trakcie takich poszukiwan powstaja nowe podejécia
i narzedzia, ktére moga by¢ uzyte w zupelnie innych obszarach. Wtasnie
dlatego takie poszukiwania warto prowadzié¢. To kolejne naukowe
zagadnienie, w ktérym na poczatku prac trzeba zadaé¢ sobie pytanie,

nie ,,Co my z nim zrobimy?”, ale ,,Co ono zrobi z nami?”. Dlatego jeszcze raz
szczerze zachecam do rozpoczecia wlasnych poszukiwan.
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