Rys. 3

okazuje sie zbiorem pustym, nie ma wiec co méwié¢ o jego dlugosci. Natomiast
okrag o promieniu § R jest okregiem wielkim, totez ma diugos¢ 2m R. Widzimy
w szczegdlnoéci, ze zdefiniowane wlasnie okregi na sferze sa w przestrzeni
jednoczesnie okregami w zwyczajnym sensie — dla unikniecia nieporozumien

w drugim przypadku bedziemy moéwié o okregu euklidesowym, z euklidesowym
srodkiem i promieniem.

Dla ustalenia uwagi za punkt P przyjmijmy biegun péinocny sfery i ustalmy
promien sfery réwny 1. Wéwcezas okrag S(P,8) jest réwnoleznikiem
odpowiadajacym szerokosci geograficznej 5 — 6 (katy mierzymy tu w radianach).
Jak pokazuje rysunek 2, ma on euklidesowy promien réwny sinf. W ten sposob
otrzymujemy wzér na dlugoéé okregu

|S(P,0)| = 2msin.

Wiemy, Ze na plaszczyznie byloby to 27f. Poréwnanie dlugosci tuku i cieciwy

na rysunku 3 pokazuje, ze sinf < 6, a wiec okregi na sferze sa krotsze od ich
odpowiednikéw na ptaszczyznie. Gdyby pewne otoczenie punktu P na sferze byto
izometryczne z fragmentem plaszczyzny, to te dwa wzory musiatyby sie pokrywad,
przynajmniej dla odpowiednio malych wartosci 6.

W ten sposéb mozemy z ulga skonstatowaé, ze Ziemia nie jest ptaska.
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Wybér podzbioru [n] zawierajacego a

jest réwnowazny wyborowi pozostalych
elementéw, czyli dowolnego podzbioru

zbioru [n] \ {a}.

Nie odpowiedzieliSmy jednak na pytanie
o to, jak wygladaja wszystkie
przecinajace si¢ rodziny podzbioréw [n],
ktére osiggajg 2" ! elementéw.

Te przedstawione nie sa jedyne.

Wybieramy (r — 1) elementéw zbioru
AN\ {a} spoéréd (n — 1) elementéw
zbioru [n] \ {a}.

Widaé, ze definicja s;;(A) zalezy

nie tylko od A, ale tez od rodziny F,
ktéra rozwazamy, wigc lepiej bytoby
pisaé sfj(A) zamiast s;;(A), ale

na szczeScie i tak nie napotkamy

na klopoty w oznaczeniach.

Damian ORLEF*

Najogolniej mowiac, kombinatoryka ekstremalna zajmuje sie pytaniami o to, jaki
jest rozmiar najwigkszego (lub najmniejszego) mozliwego zbioru obiektéw danego
typu, spelniajacego pewien zadany warunek i jak takie ekstremalne przypadki
wygladaja. Wiele z nich dotyczy rodzin zbioréw, jak np.

Pytanie 1. Jaka jest najwieksza rodzina podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, ktérej
kazde dwa elementy maja niepuste przeciecie?

Rodzine spelniajaca ten warunek nazywaé bedziemy przecinajgcg sie. Oznaczmy dla
wygody [n] :={1,2,...,n}. Nietrudno wskazaé przyklad sporej rodziny przecinajacej
si¢: dla dowolnego a € [n] spelnia ten warunek rodzina wszystkich podzbioréw [n],
ktére zawieraja a, skladajaca sie z 2"~! zbioréw. Wiecej juz nie uzyskamy, o czym
przekonamy sie, ustawiajac wszystkie podzbiory zbioru [n] w 2"~! par postaci

{4, [n] \ A}. Dowolna rodzina przecinajaca sie zawiera co najwyzej jeden zbi6r

z kazdej pary, wiec jej licznoéé nie przekracza 27!, co chcieliémy wykazaé.

Po tej udanej rozgrzewce rozwazmy podobny problem dla rodzin r-jednorodnych,
tzn. skladajacych sie tylko ze zbioréw ustalonej mocy r € [n].

Pytanie 2. Jaka jest najwieksza r-jednorodna, przecinajaca sie rodzina podzbioréw
zbioru [n]?

Taka rodzine bedziemy nazywaé w skrécie (r,n)-rodzing. Dla r > n/2 widaé, ze
nawet rodzina wszystkich r-elementowych podzbioréw zbioru [n] jest (r,n)-rodzina,
wiec w dalszym ciagu zakladamy, ze 1 < r < n/2.

Modyfikujac wezedniejszy przyklad, mozemy wskazaé (r, n)-rodzine wszystkich
r-elementowych podzbioréw [n] zawierajacych pewna ustalona liczbe a € [n]; rodzina
ta liczy¢ bedzie (:L:i) elementow. Podobnie jak wczedniej, wiecej sie nie da, ale
dowdd maksymalnosci jest teraz bardziej wymagajacy. My skorzystamy z ciekawej
i bardzo uzytecznej techniki przesuwania (ang. shifting) rodziny zbioréw, ktéra
ograniczy nasz problem do dos¢ wygodnych rodzin.

O co chodzi w przesuwaniu? Zakladamy, ze dana jest pewna rodzina F
podzbioréw [n]. Dla dowolnej pary liczb 1 < ¢ < j < n okreslamy operacje s;;
na zbiorach A € F jako ,podmiane” liczby j na i, o ile jest to mozliwe i o ile
prowadzi do powstania zbioru spoza F. Bardziej precyzyjnie

() = {(A\{j}) Ui}, jesti j e A,i ¢ Aoraz (A\{7}) Ui} ¢ F,

A, w przeciwnym przypadku.
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Rozwigzanie zadania F 901.
Opierajac si¢ na analizie wymiarowej,
mozemy napisaé, ze dla sprezyn

o jednakowym ksztalcie

k[N/m] = Ca[m] - E [N/m?], gdzie

C' — stala bezwymiarowa, a — ktérys

z geometrycznych rozmiaréw sprezyny,
E — modut Younga. Wyobrazmy sobie
trzecig sprezyne o $rednicy 9 mm

i dlugosci 3 cm wykonang z drutu

o érednicy 0,6 mm. Mialaby ona
wspdélezynnik sprezystosci trzy razy
wiekszy od sprezyny pierwszej, to znaczy
3-14N/m = 42 N/m. Réwnoczesnie
wspélezynniki sprezystosci trzeciej

i drugiej sprezyny pozostaja

w stosunku 3/7. Stad otrzymujemy, ze
wspoélezynnik sprezystosci drugiej
sprezyny wynosi 18 N/m.

(Rozwazajac zalezno$é wspétczynnika
sprezystoéci od dlugosci sprezyny,
zauwazmy, ze, na przyktad, szeregowe

potaczenie n jednakowych sprezyn, kazda

o wspoélczynniku sprezystosci k, daje
sprezyne o wspoélczynniku
sprezystosci k/n.)

Jesli 7 < n/2, to zdefiniowane wczedniej
rodziny sa jedynymi (r, n)-rodzinami

n—1
o (7‘—1)

ir>1, to mozliwodci jest juz wiecej.

elementach. Jesli r = n/2

Stosujac ja, zastepujemy pewne wystapienia liczby j w zbiorach rodziny F
wystapieniami mniejszej liczby ¢, nie zmieniajac mocy modyfikowanych zbioréw.
Sprawdzajac kilka prostych przypadkéw, mozna tez zauwazy¢, ze operacja s;; jest
réoznowartoéciowa na F, a zatem wynik jej zastosowania do wszystkich zbioréw
rodziny, tzn. rodzina s;;(F) = {s;;(A) : A € F}, liczy sobie tyle samo elementéw
co F. Nazwijmy wagq zbioru A C [n] sume jego elementéw, za$ wagg rodziny F

— sume wag zbioréw nalezacych do F. Zauwazmy, ze waga s;;(F) jest nie wigksza
od wagi F, a réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy s;;(A) = A dla kazdego
A € F. Najciekawsze jednak jest to, ze jesli F jest rodzing przecinajaca sie, to jest
nig réwniez s;;(F). Poniewaz jednak niniejszy artykul i tak jest bogato udekorowany
matematycznymi formutami, techniczny (acz nietrudny) dowdd tego faktu
pozostawiam Czytelnikowi Dociekliwemu jako ¢wiczenie.

Potrzebne nam bedzie jeszcze jedno pojecie — rodzing F nazwiemy przesunietaq, jezeli
dla kazdych 1 <4 < j < n zachodzi s;;(F) = F, co oznacza tak naprawde, ze

5i;(A) = A dla kazdego A € F, bo rodziny F i s;;(F) maja taka sama wage.
Réwnowaznie, rodzina F jest przesunigta, jesli dla kazdych liczb 1 < i < j < n oraz
kazdego zbioru A € F, z warunkéw j € A, i ¢ A wynika, ze (A\ {j}) U {i} € F.

W zbiorach z przesunietej rodziny F mozna podmienia¢ wigksze liczby na mniejsze,
otrzymujac dalej zbiory z F.

Rozwazmy teraz dowolna rodzing F i jesli istnieja 1 < ¢ < j < n takie, ze

5i;(F) # F, to zastapmy F przez s;;(F) i powtarzajmy te procedure, dopdki jest to
mozliwe. Kiedys musi sie ona zakonczyé¢ z uwagi na zmniejszajaca sie wage
rozwazanej rodziny, a zatem z kazdej rodziny F mozemy, stosujac skonczenie wiele
operacji postaci s;;, otrzymaé rodzing przesunieta F'.

Mozemy teraz uzasadni¢ odpowiedZ na pytanie 2. Wykazemy przez indukcje
wzgledem n, ze jesli 1 <r < n/2 oraz F jest (r,n)-rodzina, to |F| < (:“:i)

Baze indukcji stanowi przypadek n = 2, w ktorym sprawa jest oczywista. Przejdzmy
do dowodu kroku indukecyjnego: niech 1 < r < n/2 oraz F bedzie (r,n)-rodzina. Jesli
r =1, to latwo zobaczyé, ze |F| < 1= (’::i) Jedli zag r = n/2, to mozemy
powtdrzy¢ rozumowanie uzyte przy okazji pytania 1 i podzieli¢ r-elementowe
podzbiory [n] na pary postaci {4, [n] \ A}. Do kazdej z nich nalezy co najwyzej
jeden element rodziny F, wiec |F| < %(2) = (:j)

Pozostaje przypadek 1 < r < n/2. Rodzing F mozemy operacjami s;; przeksztalcié

do rodziny F’, ktéra jest przesunigta, a takze, z uwagi na wlasno$ci zachowywane

przez S;j, jest (r,n)-rodzing i liczy tyle samo elementéw, co F. Sprowadzili$my

zatem problem do rodzin przesunietych. Probujac zredukowaé problem

do podzbioréw [n — 1], rozwazmy rodziny F} :={A € F' :n ¢ A} oraz
1:={A\{n}: Ae F' ,nec A}

0 jest z zalozenia (r,n — 1)-rodzing oraz 1 < r < (n — 1)/2, wigc na mocy zalozenia
indukeyjnego, |F§| < (:L:f)
Z kolei Fi jest (r — 1)-jednorodng rodzina podzbioréw [n — 1], a takze
1< (r—1) < (n—1)/2. Sprawdzmy, ze jest tez rodzing przecinajaca sie, aby moc
skorzystaé z zalozenia indukcyjnego. Przypusémy nie wprost, ze pewne A, B € F] sa
roztaczne. Poniewaz |[AU B| = |A| + |B| = 2r — 2 < n — 2, wiec istnieje
k€ [n—1]\ (AU B). Do przesunietej rodziny F’ naleza zbiory A; := AU {n},
B; := BU {n}, wigc nalezy réwniez do niej (A; \ {n}) U{k} = AU {k}. Widaé
teraz, ze AU {k} i BU{n} sa rozlacznymi elementami przecinajacej sie rodziny F,
czyli mamy sprzecznoéé. Z zalozenia indukcyjnego dostajemy wiec |Fj| < (f:;)

Podsumowujac, |F| = |F'| = [F| + 71| < (}27) + (723) = (721), co konezy dowod

kroku indukcyjnego i rozwiazanie problemu.

Dosé naturalny pomyst na krok indukcyjny mogt zadziataé¢ dopiero po przejsciu

do rodziny przesunietej. Otrzymany rezultat znany jest jako twierdzenie
Erdésa-Ko—-Rado, a przyjrzeliémy sie wlasnie jego pierwszemu dowodowi. Na tym sie
jednak kariera techniki przesuwania w kombinatoryce nie skonczyta. Udalo sie dzieki
niej rozwigzaé¢ wiele probleméw i wciaz jest ona z powodzeniem stosowana.
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