Informatyczny kacik olimpijski (92): Wielomian

W tym miesiacu omoéwie zadanie Wielomian, ktore
pojawilo sie na finale Potyczek Algorytmicznych
w 2005 roku.

Dany jest wielomian W stopnia (co najwyzej) n
zdefiniowany poprzez jego wartoéci w punktach
0,1,2,...,n. Naszym zadaniem jest wyznaczenie wartosci
tego wielomianu w punkcie n + 1.

Oznaczmy wspoélczynniki wielomianu W przez ciag liczb
ag,ay,...,an,, gdzie a; oznacza wspoétczynnik przy z’.
Najprostszym sposobem rozwiazania tego zadania jest
wyznaczenie wspoétezynnikéw wielomianu W, rozwiazujac
nastepujacy uktad rownan liniowych:

a0:W(O)
a0+a1+a2+...+an:W(1)
+2ma, = W(2)

ag + 2a; + 4as + - - -

ag +nay +n2ax + ... +n"a, = W(n)
Mozna to zrealizowaé za pomoca metody eliminacji Gaussa.
Niestety, ten algorytm jest zbyt powolny, poniewaz
wykonuje on O(n?) operacji na liczbach, ktére moga rosnaé
wykltadniczo. Metode te mozna jednak znacznie
przyspieszy¢, wykorzystujac fakt, ze znamy wartosci
wielomianu W w punktach bedacych kolejnymi liczbami
naturalnymi.

Lemat 1. Istnieje wielomian W' stopnia co najwyzej n — 1,
taki ze W'(k) = W(k+1) — W(k) dla k € {0,1,...,n}.

Dowdd. Skoro funkcje W (z) oraz W (z 4 1) sa
wielomianami, to réwniez funkcja W(z + 1) — W(z) jest
wielomianem. Wspélezynnik wielomianu W (x), przy =",
wynosi a,. Natomiast dla wielomianu W (z + 1) mamy:

@+ 1)" = a (() s (ng 1) .
bt (q)ﬁ (O))

Skoro (Z) =1, to wspdlczynnik przy x™ wielomianu
W(z + 1) takze jest réwny a,,. Z tego wynika, ze
wspotezynnik przy «™ wielomianu W(x 4+ 1) — W (x) jest
réwny a, — a, = 0.

Korzystajac z lematu 1, mozemy zredukowaé stopien
wielomianu W, uzyskujac problem réwnowazny. Aby to
zrobié¢, zdefiniujmy ciag wielomianéw P, ..., P,, taki ze
P, =W oraz P,_1(j) = P(j +1) — ()dla0<z<n
oraz 0 < j < i. Powstaly w ten sposéb wielomian Py ma
stopieni 0, zatem Py(1) = Py(0). Znajac wartosé
wielomianu Py w kolejnym punkcie, mozemy obliczy¢
wartosci P;(i+ 1) dla 0 < i < n bezposrednio z definicji
ciagu wielomianéw P. Obliczajac nowe wartoéci kolejnych
wielomianéw, za kazdym razem do poprzednio otrzymane;j
wartosci dodajemy P;(i), zatem:

ZP

Sprébujmy teraz zapisa¢ W(n + 1) w zaleznosci od wartosci
W(0),...,W(n). Skoro jedynymi operacjami, jakie

W(n+1)

20

wykonujemy, sag dodawanie i odejmowanie, to wszystkie
otrzymane liczby beda liniowo zalezne od wartosci
wielomianu W. Mozemy, korzystajac z definicji ciagu
wielomianow P, zapisac:

P ') = W(j +1) - W(j)

oraz w 0goln0s01:

n—i+j .
Z( 1) k(k ;,)W(k:).

Zachecam Czytelmka, aby sprawdzil poprawno$c¢ tego
wzoru i sprobowat go udowodnié¢ za pomocs indukcji
matematycznej. Po wstawieniu tej réwnosci do wzoru
otrzymanego w poprzednim akapicie dostajemy:

W(n+1) ZZ ( j)W(k):
=0 k=1

Lemat 2. Prawdziwa jest toZsamosé
i iy _ (n+1
— \J j+1)
i=j
Dowaéd. Udowodnimy ja za pomoca indukcji wzgledem n.
Dla n = j mamy
— \J j+1)
i=j
W kroku indukeyjnym korzystamy z tozsamosci:
n+1 . n .
) 1 n+1
] = )+ . =
>()=20)+(7")
=7 =7
1 1 2
(M) (") = (") o
Jj+1 J Jj+1
Na podstawie lematu 2 otrzymujemy dla j =n — k:

n+1

W(n+1) Z( 1" (n_k+1>W(k) =
_ Z(_m*k (" : 1>W(k).
i

Dzieki tozsamosci
kE+1)

() - 5

mozemy obliczy¢ powyzsza sume, wykonujac liniows, ilo$é
operacji na liczbach catkowitych.

Wartosci skladnikéw tej sumy moga by¢ bardzo duze, wiec
dodatkows trudno$¢ w tym zadaniu sg operacje na duzych
liczbach. Na szczescie potrzebujemy jedynie wykonywac
sumowanie duzych liczb oraz mnozenie i dzielenie duzych
liczb przez male. Obie te operacje mozna tatwo zrealizowaé
w czasie liniowym wzgledem dlugosci liczby. Zatem
ostatecznie otrzymujemy ztozonosé czasowa O(n?).
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