plaski niewypukly i niewklesly,
niemajqgcy wyniostosci i wyglebieri;
stanowiqgcy plaszczyzne, réowny
(Stownik jezyka polskiego PWN)
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Czy Ziemia jest plaska?
Michal MISKIEWICZ*

Pozwole sobie podtrzymaé¢ Czytelnika w napieciu i tytulowe pytanie tymczasem
zostawie bez odpowiedzi. Zaczne za to od refleksji, czym jest plaskosé.

Kazdy rozsadny czlowiek za prototyp plaskiej powierzchni uzna fragment
plaszczyzny, na przyktad w postaci kartki papieru lezacej na stole. A jesli taka
kartke wygia¢ w ksztalt walca, czy nadal jest ona ptaska? Tutaj zdania moga by¢
podzielone. Wiekszoé¢ z nas uzna, ze nie, i catkiem stusznie, bo takie znaczenie ma
w codziennym jezyku stowo plaski. Warto jednak zauwazyé, ze w mysl takiej
definicji $wiat powierzchni plaskich jest bardzo ubogi — ogranicza si¢ do jednej
jedynej plaszczyzny.

W matematyce funkcjonuje alternatywna definicja, ktéra opiera sie wylacznie

na wewnetrznych wlasno$ciach danej powierzchni, a nie na tym, jak owa
powierzchnie ulozymy w przestrzeni czy wygniemy. Przez geometrie wewnetrzng
powierzchni rozumiemy ogdét takich wlasnoéci — wszystkie wyniki pomiaréw
dtugosci krzywych lezacych na tej powierzchni. Dwie powierzchnie nazwiemy
izometrycznymi, jesli istnieje miedzy nimi izometria, to jest ciagle przeksztalcenie
zachowujace wszystkie powyzsze wielkosci. Ostatecznie, powierzchni¢ uznamy

za plaskq, jesli da sie ja podzieli¢ na fragmenty, z ktérych kazdy jest izometryczny
z fragmentem plaszczyzny.

Przejdzmy do przyktadéw. Pierwszym przyktadem izometrii jest wiasnie
wspomniane wczesniej wygiecie kartki. Istotnie, dowolna krzywa narysowana
na kartce po wygieciu ma te sama dtugoséé, co i przedtem. Widzimy wiec, ze
w my$l naszej definicji zgieta kartka jest izometryczna z wyprostowana,

w szczegdlnoéci nadal jest plaska.

Podobnie jest z powierzchnia boczna walca. Nie jest ona co prawda
izometryczna z fragmentem plaszczyzny (dlaczego?), sktada sie jednak

z dwoch fragmentéw, z ktérych kazdy daje sie wyprostowaé (rysunek 1).
W zwiazku z tym powierzchnia boczna walca jest plaska, podobnie sprawa
ma sie tez z powierzchnig boczng stozka.

Sprébujmy teraz odpowiedzie¢ na pytanie zadane w tytule. Dla uproszczenia
przyjmijmy, ze powierzchnia Ziemi ma ksztalt sfery i zapytajmy: czy sfera jest
plaska? Zauwazmy, ze problem jest istotnie trudniejszy niz dotychczasowe
rozwazania — by wykazac, ze powierzchnia jest plaska, wystarczy wskazaé
odpowiednie przeksztalcenie lub przeksztalcenia. Jesli natomiast chcemy
zaprzeczy¢ plaskosci, musimy sie upewnic¢, ze zadne takie przeksztalcenie

nie istnieje. W tym celu zazwyczaj wprowadza sie niezmienniki. W naszym
przypadku bedzie to. .. wzor na dlugosé okregu.

Aby wyznaczy¢ taki wzér, mozemy postugiwaé sie wylacznie pojeciami geometrii
wewnetrznej. Na poczatek zauwazmy, ze mozemy okreslié odleglto$é miedzy dwoma
punktami A, B powierzchni S jako kres dolny (w rozwazanych tu przypadkach
zawsze bedzie to minimum) dlugosci krzywych o poczatku w A i koticu w B
zawartych w S.

Dla plaszczyzny takie minimum jest osiagane dla odcinka AB, wiec zdefiniowana
wlagnie odleglosé pokrywa sie ze standardowa. Natomiast na sferze krzywa

o minimalnej dtugosci jest tuk AB okregu wielkiego (czyli okregu otrzymanego
jako przekrdj sfery plaszczyzna przechodzaca przez jej $rodek). Przykladowo

na sferze o promieniu R odleglo$éé miedzy dwoma punktami antypodycznymi jest
dlugoscia polowy rownika, a wiec wynosi 7R, podczas gdy standardowa odleglosé
w przestrzeni to 2R.

Nie bedzie zaskoczeniem, jesli okrag o $rodku P i promieniu r (oznaczany

jako S(P,r)) zdefiniujemy jako zbiér wszystkich punktéw powierzchni odleglych
od punktu P o r. Przez |S(P,r)| oznaczymy dlugoéé tej krzywej. Oczywiscie,

na plaszczyznie dlugosé ta wyraza sie wzorem 27r. A jak jest na sferze

o promieniu R? Zauwazmy, ze dowolny okrag o promieniu wiekszym od wR
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okazuje sie zbiorem pustym, nie ma wiec co méwié¢ o jego dlugosci. Natomiast
okrag o promieniu § R jest okregiem wielkim, totez ma diugos¢ 2m R. Widzimy
w szczegdlnoéci, ze zdefiniowane wlasnie okregi na sferze sa w przestrzeni
jednoczesnie okregami w zwyczajnym sensie — dla unikniecia nieporozumien

w drugim przypadku bedziemy moéwié o okregu euklidesowym, z euklidesowym
srodkiem i promieniem.

Dla ustalenia uwagi za punkt P przyjmijmy biegun péinocny sfery i ustalmy
promien sfery réwny 1. Wéwcezas okrag S(P,8) jest réwnoleznikiem
odpowiadajacym szerokosci geograficznej 5 — 6 (katy mierzymy tu w radianach).
Jak pokazuje rysunek 2, ma on euklidesowy promien réwny sinf. W ten sposob
otrzymujemy wzér na dlugoéé okregu

|S(P,0)| = 2msin.

Wiemy, Ze na plaszczyznie byloby to 27f. Poréwnanie dlugosci tuku i cieciwy

na rysunku 3 pokazuje, ze sinf < 6, a wiec okregi na sferze sa krotsze od ich
odpowiednikéw na ptaszczyznie. Gdyby pewne otoczenie punktu P na sferze byto
izometryczne z fragmentem plaszczyzny, to te dwa wzory musiatyby sie pokrywad,
przynajmniej dla odpowiednio malych wartosci 6.

W ten sposéb mozemy z ulga skonstatowaé, ze Ziemia nie jest ptaska.

Kombinatoryka ekstremalna i przesuwanie zbioréow

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Wybér podzbioru [n] zawierajacego a

jest réwnowazny wyborowi pozostalych
elementéw, czyli dowolnego podzbioru

zbioru [n] \ {a}.

Nie odpowiedzieliSmy jednak na pytanie
o to, jak wygladaja wszystkie
przecinajace si¢ rodziny podzbioréw [n],
ktére osiggajg 2" ! elementéw.

Te przedstawione nie sa jedyne.

Wybieramy (r — 1) elementéw zbioru
AN\ {a} spoéréd (n — 1) elementéw
zbioru [n] \ {a}.

Widaé, ze definicja s;;(A) zalezy

nie tylko od A, ale tez od rodziny F,
ktéra rozwazamy, wigc lepiej bytoby
pisaé sfj(A) zamiast s;;(A), ale

na szczeScie i tak nie napotkamy

na klopoty w oznaczeniach.

Damian ORLEF*

Najogolniej mowiac, kombinatoryka ekstremalna zajmuje sie pytaniami o to, jaki
jest rozmiar najwigkszego (lub najmniejszego) mozliwego zbioru obiektéw danego
typu, spelniajacego pewien zadany warunek i jak takie ekstremalne przypadki
wygladaja. Wiele z nich dotyczy rodzin zbioréw, jak np.

Pytanie 1. Jaka jest najwieksza rodzina podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, ktérej
kazde dwa elementy maja niepuste przeciecie?

Rodzine spelniajaca ten warunek nazywaé bedziemy przecinajgcg sie. Oznaczmy dla
wygody [n] :={1,2,...,n}. Nietrudno wskazaé przyklad sporej rodziny przecinajacej
si¢: dla dowolnego a € [n] spelnia ten warunek rodzina wszystkich podzbioréw [n],
ktére zawieraja a, skladajaca sie z 2"~! zbioréw. Wiecej juz nie uzyskamy, o czym
przekonamy sie, ustawiajac wszystkie podzbiory zbioru [n] w 2"~! par postaci

{4, [n] \ A}. Dowolna rodzina przecinajaca sie zawiera co najwyzej jeden zbi6r

z kazdej pary, wiec jej licznoéé nie przekracza 27!, co chcieliémy wykazaé.

Po tej udanej rozgrzewce rozwazmy podobny problem dla rodzin r-jednorodnych,
tzn. skladajacych sie tylko ze zbioréw ustalonej mocy r € [n].

Pytanie 2. Jaka jest najwieksza r-jednorodna, przecinajaca sie rodzina podzbioréw
zbioru [n]?

Taka rodzine bedziemy nazywaé w skrécie (r,n)-rodzing. Dla r > n/2 widaé, ze
nawet rodzina wszystkich r-elementowych podzbioréw zbioru [n] jest (r,n)-rodzina,
wiec w dalszym ciagu zakladamy, ze 1 < r < n/2.

Modyfikujac wezedniejszy przyklad, mozemy wskazaé (r, n)-rodzine wszystkich
r-elementowych podzbioréw [n] zawierajacych pewna ustalona liczbe a € [n]; rodzina
ta liczy¢ bedzie (:L:i) elementow. Podobnie jak wczedniej, wiecej sie nie da, ale
dowdd maksymalnosci jest teraz bardziej wymagajacy. My skorzystamy z ciekawej
i bardzo uzytecznej techniki przesuwania (ang. shifting) rodziny zbioréw, ktéra
ograniczy nasz problem do dos¢ wygodnych rodzin.

O co chodzi w przesuwaniu? Zakladamy, ze dana jest pewna rodzina F
podzbioréw [n]. Dla dowolnej pary liczb 1 < ¢ < j < n okreslamy operacje s;;
na zbiorach A € F jako ,podmiane” liczby j na i, o ile jest to mozliwe i o ile
prowadzi do powstania zbioru spoza F. Bardziej precyzyjnie

() = {(A\{j}) Ui}, jesti j e A,i ¢ Aoraz (A\{7}) Ui} ¢ F,

A, w przeciwnym przypadku.
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