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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 614, 615
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

614. Znalez¢ ilos¢ ciepla, jaka wydzieli sie na kazdym z opornikéw po zamknieciu
klucza (rys. 1). Jeden z kondensatoréw natadowany byt poczatkowo

do napiecia U, drugi nie byl naladowany. Pojemnosci kondensatoréw sa
jednakowe i rowne C, wartosci oporéow wynosza R; i Rs.

615. Stosunek liczby zwojéow w uzwojeniu wtornym transformatora do liczby
zwojOw w uzwojeniu pierwotnym wynosi n = 2. Gdy do uzwojenia pierwotnego
przylozono napiecie przemienne o amplitudzie U; = 100 V, amplituda napiecia
na otwartym uzwojeniu wtérnym wynosita Uy = 197 V. Jaka bedzie amplituda
napiecia na otwartym uzwojeniu wtérnym, gdy rdzen transformatora zastapimy
rdzeniem o tych samych wymiarach, ale wykonanym z materiatu o przenikalnosci
magnetycznej k = 10 razy mniejszej niz w pierwszym przypadku? Rozpraszanie
strumienia magnetycznego oraz straty w rdzeniu mozemy zaniedbad.

Rozwigzania zadai z numeru 11/2015

Przypominamy tresé¢ zadan:

606. Klocek o masie M, do ktoérego przymocowany jest niewazki, nieruchomy bloczek, moze Slizgaé
si¢ po poziomej powierzchni (rys. 2). Przez bloczek przerzucona jest nié, ktérej jeden koniec jest
poziomy i przymocowany do $ciany, a na drugim koncu zawieszony jest ciezarek. W chwili
poczatkowej ciezarek odchylono od pionu o kat o« i puszczono. Znalezé mase cigzarka, jesli kat
odchylenia nici od pionu nie zmienia si¢ podczas ruchu klocka. Tarcie zaniedbujemy.

607. Cienki miedziany pier$cien o promieniu r moze obracaé si¢ wokél pionowej osi, pokrywajacej
si¢ z jego Srednica. W Srodku pierscienia umieszczono mala igielke magnetyczng, ktéra moze
swobodnie obracaé si¢ wokél tej samej osi. Gdy pierscient jest nieruchomy, igietka ustawia sie
wzdluz skladowej poziomej pola magnetycznego Ziemi B. Pierscien wprowadzono w bardzo szybki
ruch obrotowy ze stala predkoscig katowa w. O jaki kat odchylita sie igietka od swego
poczatkowego ustawienia? Opér pierdcienia wynosi R.

606. Rownanie ruchu klocka ma postaé: Ma = N(1 — sin«), gdzie a jest
przyspieszeniem klocka, a N sila naprezenia nici. W ukladzie zwigzanym z klockiem
ciezarek porusza sie z przyspieszeniem a wzdluz prostej, ktéra tworzy z pionem kat «,
pod dziataniem silt przedstawionych na rysunku 3. Jego réwnanie ruchu ma postaé:
ma = m~/a? + g2 — N. Zachodzi zwiazek: tg o = a/g. Rozwiazujac przedstawione

M sin «
(1 —sina)?’
607. Podczas obrotu pierécienia zmienia si¢ strumien pola magnetycznego Ziemi przez
jego powierzchnie i w chwili ¢ wynosi @ = 7r? B coswt. W pierscieniu powstaje prad

2
B
indukcyjny o natezeniu I = T D9 sinwt. Prad ten wytwarza pole magnetyczne,

réwnania, otrzymujmy mase ciezarka: m =

ktorego wektor indukcji w srodku pierscienia jest prostopadly do ptaszczyzny

pierécienia, obraca sie razem z pierscieniem i ma warto$¢ B1 = Hog = o ﬂg Rw sin wt.
T

Igietka magnetyczna ustawi sie wzdluz wypadkowego, usrednionego w czasie pola

magnetycznego. Aby je wyznaczy¢, rozkladamy wektor B na sktadowe — réwnolegta

i prostopadta do wektora B (rys. 4). Skladowe maja wartosci

B B
B = By coswt = % sin2wt, B, = Bisinwt= %(1 — cos 2wt).
Po uérednieniu po czasie sktadowa réwnolegta znika, warto$é érednia sktadowe;j
_ pomrBw

prostopadlej wynosi (B, ) = . Igietka magnetyczna odchyla sie od pierwotnego
(Bl)  pomrw

kierunku o kat ¢ (rys. 5), gdzie tg o = B iR
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Zadania z matematyki nr 717, 718

Redaguje Marcin E. KUCZMA

®
-

717. Dany jest trojkat ABC, w ktérym | BCA| =2 - |XCAB|. Odcinek CD
(o kohicu D € AB) jest dwusieczna kata BC'A. Punkt S jest srodkiem okregu,
stycznego zewnetrznie do okregéw opisanych na tréjkatach ACD i BC'D oraz
stycznego do polprostej CA™. Udowodnié, ze proste AB i C'S sa prostopadte.

718. Dowies¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢, d zachodzi

réwnosé

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2016

.b-c-d
la,b, ¢, d] = =<

- (a,b,¢)(a,b,d) - (a,c,d) - (b,c,d)

(a7 b7 C7 d)
Nawias kwadratowy oznacza najmniejszg wspolna wielokrotnosé, zas nawias

(Cl, b) ' (a’ C) ’ (a7d) : (b7 C) ’ (bv d) ’ (Cr d)

D a C
okragly — najwiekszy wspélny dzielnik liczb ujetych w éw nawias.
Zadanie 718 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.
Rozwigzania zadai z numeru 11/2015

G c
F Przypominamy tresé zadan:
709. Na bokach AB i BC kwadratu ABCD leza (odpowiednio) takie punkty E i F, za$ wewnatrz
c c b tego kwadratu znajduje si¢ taki punkt G, ze FG L BC, EF 1 BG, EG L AF, BG 1 AG.

Sporzadzony odrecznie rysunek sugeruje, ze trapez ABFG pokrywa okolo 40% powierzchni
kwadratu ABCD. Czy jest to rowno$¢ doktadna?

A C £ a—c¢ B 710. Ciag (ay) jest okres§lony wzorem rekurencyjnym: an41 = ap + Ina,; wyraz poczatkowy ag
jest dowolng liczbg wickszg od 1. Udowodnié, ze ciag (a,) jest asymptotycznie réwny ciggowi (by,)
o wyrazach b, = nlnn; to znaczy, lim a,/b, = 1.

n— o0

709. Nie — ale niewiele brakuje. Oznaczmy: |AB| = a, |BF| =1b, |AE| = c¢. Z podanych
warunkéw wynika, ze czworokat AEFG jest réwnoleglobokiem o przekatnych
prostopadlych, czyli rombem. Tréjkaty EBF i AGB sa podobne. Stad

|EB|: |[EF| = |AG|: |AB]|, czyli (a — ¢)/c = ¢/a. Z tego réwnania wyznaczamy

¢ =a(v/5 —1)/2. Z tréjkata prostokatnego EBF dostajemy

b2 2

=c? —(a—c)? = a*(v/5 — 2). Pole trapezu ABFG wynosi b(a + ¢)/2 = ka?, gdzie
k=+/V5-2(v/5+1)/4 € (0,39; 0,40).

710. Bedziemy korzystaé — podobnie, jak w rozwigzaniach
zadan 654 i 662 (Delta 5/2013, 9/2013) — z twierdzenia
Stolza, ktére méwi, ze jesli (yn) jest ciagiem rosngcym

do nieskoniczonosci, wéwczas réwnosé

(1) lim 2% = i ol —on

n—oo Yn n—o0 Yn+1 — Yn
zachodzi dla kazdego ciagu (z, ), dla ktérego granica
po prawej stronie istnieje. Poniewaz b, = nlnn — oo
rosnaco, twierdzenie ma szanse zadzialaé — warto zajaé sie
ciggiem o wyrazach ¢, /d,, gdzie

Cn = Un+1 — Gn, = Inan,,

An ::nlnn+1.
n

dn = bpt1 — bp = Ap +1In(n + 1),

Jedli wykazemy, ze cn/dn — 1, wzér (1) (dla z, = an,
Yn = bpn) da wynik an /b, — 1 i zakoficzy rozwiazanie.
Ponownie uzyjemy twierdzenia (1) (dla xn = cn, Yn = dn);
cigg \p, = ln((l + %)") jest rosnacy, wiec d,, — 0o rosnaco.
Chcemy dowiesé, ze liczba 1 jest granica ciagu o wyrazach

In(an + ¢n) —lnay

Cn+1 — Cn
2 =
( dn+1 - dn

1n(1 + (cn/an))
(/\n+1 - /\n) + ln(l + %H) '

Wszystkie liczby a, sa wigksze od 1 (oczywista indukcja);
ich logarytmy sa dodatnie, wobec czego ciag (a.) jest
rosnacy — ma zatem granice (skoniczong lub nie). Granica
skonczona musiataby by¢ liczba g > 1, spelniajaca réwnanie
g +1Ing = g, co nie jest mozliwe. Tak wiec a, — oo;

co za tym idzie, ¢n/an = (Ina,)/an — 0. Korzystajac
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(/\n+1 + In(n + 2)) — ()\n +In(n + 1)) -

In(1+1¢)

ze znanej relacji granicznej lim =1, mozemy teraz
t—0

napisaé

Cn\ Cn 1 . 1
1“(”&)_7" an’ 1n(1+n+1)_6n n+1’

gdzie v, — 1, 0, — 1, i przepisaé wyrazenie (2) w postaci
(3) Cntl — Cn Tn (n+1en
dn+1 - dn - (n + 1)(An+l - >\n) + (Sn an '
7 nieco bardziej subtelnej relacji granicznej
In(1+t) =t— 1t* + o(t*) (przy t — 0) mozemy
wywnioskowaé, ze
1 1
Ant1 — An = (n+ l)ln(l + 7) — nln(l + E) =

n+1
B S N 6N
T 2(n+1)  2n n)’

a stad (n+ 1)(Any1 — An) — 0. Zatem caly pierwszy czynnik
iloczynu po prawej stronie wzoru (3) dazy do 1. Pozostaje
dowies¢, ze drugi czynnik tez — czyli ze

. an/Cn
@ 1
Jeszcze raz skorzystamy ze wzoru Stolza (1), tym razem
biorac z, = an/cn, Yn = n+ 1. Granica po lewej stronie (4)
bedzie réwna granicy lim(x,+1 — Z» ), jesli ta ostatnia istnieje.
Skoro ¢nt+1 = ¢n + In(1 + (cn/an)) = cn(l + yn/an), zatem

ot g = Gndl G GnFCn o Gn
e " Cn41 Cn Cn(]- +'Yn/an) Cn
= 71 — ’yn/cn — 1
1+'}’n/an

(bo vn — 1, an — 00, ¢n — o). To dowodzi stusznosci
tezy (4), wiec i tezy zadania.



