Rys. 2

Wieze Hanoi
Joanna JASZUNSKA

Znana lamigltowka wieze Hanoi
ma nastepujace reguly. Na trzech stupkach
(oznaczmy je literami a, b, ¢) rozmieszczono

n krazkéw o réznych rozmiarach (ponumerujmy je

od najmniejszego: 1,2, ...,n) w taki sposéb, by nigdy
wiekszy krazek nie lezal na mniejszym. W pojedynczym
ruchu mozna przetozyé¢ gérny krazek z jednego stupka
na gore innego, o ile jest on mniejszy od dotychczas
lezacych tam krazkéw. Oto przykladowe dozwolone
ustawienie dla n = 3 oraz ruchy mozliwe do wykonania
w tym momencie:
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Kazdy uktad krazkéw na stupkach mozna opisaé ciggiem o dlugosci n
ztozonym z liter a, b, c, w ktérym kolejne znaki koduja polozenie
odpowiednich krazkéw. Zapis ten jest jednoznaczny, gdyz na kazdym
ze stupkéw krazki wigksze leza pod mniejszymi.

Klasycznym problemem zwiazanym z wiezami Hanoi jest
przelozenie wszystkich n krazkéw z jednego stupka

na drugi w jak najmniejszej liczbie ruchéw. Mozna zadaé
wiele innych pytan, na przyktad o liczbe dozwolonych
ustawien krazkow, o liczbe wszystkich ruchéw,

o najwiekszq liczbe ruchdéw, w ktorej mozna przetozyé

n krazkéw z jednego stupka na drugi bez powtarzania
zadnego ustawienia lub o to, czy przy najmniejszej
liczbie ruchéow pomiedzy dwoma ustawieniami
najwickszy krazek zawsze przekladany jest najwyzej raz.

Nietrudno dostrzec, ze na ogdl mozliwe do wykonania sg
doktadnie trzy ruchy, jak na powyzszym schemacie:
najmniejszy krazek zawsze mozna przenie$¢ na dowolny
z dwoch pozostalych stupkdéw, ponadto z jednego z tych
stupkéw na drugi mozna przenie$¢ najmniejszy sposrod
lezacych na nich krazkéw, chyba ze oba sa puste (czyli
wszystkie krazki sa na jednym stupku). Wtedy ten
ostatni ruch nie jest mozliwy i w tych i tylko tych
sytuacjach mozna zrobi¢ jedynie dwa rézne ruchy.

Zbudujmy graf ruchéw dla wiez Hanoi. Wierzchotkami
grafu sa wszystkie dozwolone ustawienia krazkéw,
krawedziami zas taczymy te wierzchotki, pomiedzy
ktérymi mozna przejs¢ w pojedynczym ruchu. Na mocy
powyzszej obserwacji w grafie tym sa trzy wierzchotki
(odpowiadajace ustawieniom wszystkich krazkow

na jednym stupku), z ktérych wychodza po dwie
krawedzie, a z kazdego z pozostalych wierzchotkow
wychodza dokladnie trzy krawedzie.
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Rysunki 1-5 ilustrujg grafy ruchéw dla wiez Hanoi
kolejno dla n = 1 (jeden krazek, przestawiany pomiedzy
stupkami a, b, ¢), dla n = 2 (obok kazdego wierzcholka
przedstawiono ustawienie, ktére mu odpowiada) oraz dla
n=3,416.

A oto kolejne kroki w konstrukeji tréjkata Sierpinskiego:
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To zaskakujace podobienstwo oczywiscie nie jest
przypadkowe, ale jak je wyjasni¢? Zauwazmy, ze kazdy
z grafow na rysunkach 1-3 sklada si¢ z trzech czesci,
odpowiadajacych ostatniej literze ciagu, czyli potozeniu
najwiekszego krazka (rys. 7). Kazda z takich czesci to
graf ruch6éw dla n — 1 pozostalych krazkéw, a trzy
krawedzie pomiedzy tymi czeSciami odpowiadaja
przelozeniu najwiekszego krazka na inny stupek.
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Rys. 7

Rysunek 7 przedstawia wiec metode konstrukcji graféw
dla kolejnych n. Ale to jest takze metoda konstrukcji
tréjkata Sierpinskiego z rysunku 6, co tlumaczy ich
podobienstwo.

Analiza graféw ruchéw dla wiez Hanoi pozwala latwo
odpowiedzieé¢ na pytania z poczatku artykuhu.
Pojedynczy ruch ilustrowany jest w grafie jako krawedz,
wiec ciag ruchéw to droga pomiedzy wierzchotkami.

Stad pytania o najmniejsza lub najwieksza liczbe ruchéw
to pytania o najkrétsza lub najdluzsza droge w grafie.

Rozwiazanie klasycznego problemu przestawienia
wszystkich krazkéw z jednego shupka na drugi widaé

na grafie natychmiast: najkrotsza droga prowadzi wzdiuz
odpowiedniego boku tréjkata. Ma ona dlugosé 2™ — 1,
gdyz graf dla n = 1 ma bok o dtugosci 2 — 1 (rys. 1),

a dhugo$é¢ boku kazdego kolejnego grafu to dwukrotnosé
dlugosci poprzedniego boku zwigkszona o 1 (rys. 7).

Z rysunku 7 (lub ze schematu z poczatku artykulu)
wynika tez natychmiast, ze wierzcholtkéw grafu (czyli
dozwolonych ustawien krazkéw) jest 3™. A ile jest
wszystkich krawedzi grafu? To tez mozna odczytaé

z rysunku 7.

Rysunek 8 ilustruje odpowiedz na pytanie o najdtuzszg
droge dla n = 3,

Rys. 8

a na rysunku 9(a) widzimy, jak na tej podstawie
wyznaczy¢ analogiczna droge dla wiekszego n. Mozna
dostrzec, ze jej dlugosé to 2/3 liczby wszystkich krawedzi
grafu i — zarazem — liczba wszystkich wierzchotkéw
zmniejszona o 1 (co pozwala inaczej niz powyzej
wyznaczy¢ liczbe krawedzi grafu). W podobny sposéb
(rys. 9(b)) uzyskujemy droge zamknieta, przechodzaca
przez kazdy wierzcholek grafu dokladnie raz (tzw. cykl
Hamiltona).
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Rys. 9. Kolorowe tuki symbolizujg najdiuzsze drogi wewnatrz danych
tréjkatéw (jak na rys. 8).

Powréémy do pytania o najkrotsza droge, ale
niekoniecznie pomiedzy dwoma ustawieniami wszystkich
krazkow na jednym stupku. Zalézmy, ze wierzchotki
poczatkowy i koncowy sa w réznych tréjkatach grafu

z rysunku 7 (jesli sa w tym samym, mozemy rozwazac
tylko ten tréjkat, czyli graf dla mniejszego n). Sprawa
wydaje sie prosta: wystarczy doj$é¢ od wierzcholtka
poczatkowego do krawedzi taczacej rozwazane dwa
tréjkaty, przejsé ta krawedzia do drugiego tréjkata i —
juz wewnatrz niego — doj$é¢ do wierzchotka konicowego.

Rozumowanie to jest proste i... niepoprawne. Zgodnie
z nim droga pomiedzy wierzchotkami aab i bba

na rysunku 3 prowadzi najpierw do wierzchotka ccb

(3 ruchy), nastepnie krawedzia ccb—cca (1 ruch)

i wreszcie do bba (kolejne 3 ruchy), ma wiec dlugosé 7.
Tymczasem droga aab—aac—cac—cbc—bbc—bba jest
kroétsza, a najwiekszy krazek przenoszony jest na niej
dwukrotnie!

Co wiecej, czasem istnieja dwie rézne najkrotsze drogi,
na przyktad od cab do cba. Pozostawiam Czytelnikom
nietrudne juz teraz poprawienie rozumowania oraz
zachecam do wlasnych badan nad wiezami Hanoi.

WykorzystaliSmy tu skojarzenie z tréjkatem Sierpifiskiego do badania
wiez Hanoi, opisane m.in. przez Iana Stewarta w ksiagzce Another
Fine Math You've Got Me Into... (New York: W.H. Freeman and
Company, 1992). Korzysci plyng takze w druga strone — badanie wiez
Hanoi pomoglo wyznaczyé Srednig odleglo$é miedzy punktami
tréjkata Sierpinskiego (The average distance on the Sierpiriski
gasket, A.M. Hinz i A. Schief, Probab. Th. Rel. Fields 87 (1990),
str. 129-138).



