Wyznaczmy A;. Jesli ez = 0, to agpn, < @(m), wiec A = agpy 1 wystarczy przyjaé
A = an mod m. Z kolei jesli e; = 1, to agpy, = Az + @(m) > logym > s, czyli

__ _Qa21n
A11p = Aq

Zatem w obu przypadkach mamy A; = a

:al

(y=D)p(m)+Az+p(m) () af2+¢(m) (mod m).

Azte20(m) 16d m. Z kolei wyznaczyé e

mozna nastepujaco: jesli a; < 2, to e; = 0, a w przeciwnym przypadku mozemy

wykonaé¢ potegowanie af”ez“@(m)

, w kazdej iteracji domnazajac jedno a;

i sprawdzajac, czy wynik osiagnal juz m (wykonamy co najwyzej log, m takich
iteracji). Ostatecznie zlozono$é czasowa calego algorytmu nie zmienia sie.

Pozostaje udowodnié¢ dane wzorem (x#x) uogdélnienie twierdzenia Eulera.
Zdefiniujmy ciag d; nastepujaco:

dy = nwd(a,m), d; =nwd | a, _m dlai>1,
do--di_q

oraz niech s bedzie najmniejsza liczba, taka ze ds = 1. Oznaczmy tez

D=dy---ds_.

Liczba m/D jest liczba powstala po usunigciu z m wszystkich czynnikéw
pierwszych wystepujacych w a, zatem liczby a i m/D sa wzglednie pierwsze.
7 twierdzenia Eulera wynika zatem, ze

a®?m/P) =1 (mod m/D).

Ponadto kazda z liczb a/d; jest calkowita, wiec liczba a®/D réwniez. Mnozac
powyzsze réwnanie przez a®/D, dostajemy

as+k~tp(m/D)/D = aS/D (mod m/D)

Korzystajac z faktu, ze kongruencja = y (mod w) jest spelniona wtedy i tylko
wtedy, gdy spelniona jest D = yD (mod wD), mozemy przemnozy¢ przez D
obie strony i modul powyzszego rownania:

asthe(m/D) = g5 (mod m).

Liczby D i m/D sa wzglednie pierwsze, zatem z multiplikatywnosci funkeji ¢
dostajemy @(m) = ¢(m/D)p(D). Ponadto wyktadniki w rozkladach na czynniki
pierwsze liczb m/(dy - - - d;—1) zmniejszaja sie, wiec s < log, m. Zatem

Odwracamy, obracamy. ..

Dana jest n-elementowa tablica a[l .. n], ktéra chcemy
odwrécié, czyli spowodowad, ze jej elementy beda
zapisane w kolejnosci a[n], a[n — 1], ..., a[l]. Najlatwiej
to zrobié¢ w miejscu (czyli uzywajac jedynie stalej liczby
komérek pamieci dla zmiennych pomocniczych),
korzystajac z instrukeji swap(a[i], a[j]) zamieniajacej
miejscami wartosci dwoch elementow:

for i:=1to |n/2| do
swap(ali], a[n + 1 —1i]);
Nietrudno si¢ przekonaé, ze powyzszy kod wywotuje
instrukcje zamiany jedynie L%J razy, co w przypadku
odwrdcenia tablicy jest wynikiem optymalnym.

A teraz trudniejsze zadanie: chcemy te samg tablice
obrocié o k komérek w lewo, czyli ustawié jej elementy
w kolejnosci alk + 1],a[k +2],...,a[n],a[1],..., alk].

I tym razem sprobujmy to zrobié, uzywajac jedynie
instrukeji zamiany.
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) ostatecznie dostajemy teze twierdzenia:

as—i—k'tp(m) =a° (mOd m)

Tomasz IDZIASZEK

Mozna w tym celu trzykrotnie wywota¢ omoéwiong przed
chwila procedure odwracania tablicy:

rev(a[l..k]); rev(alk+1..n]); rev(all..n));

Ten kod wykona LgJ + L%"“J + LgJ instrukcji zamiany,
co w zaleznos$ci od parzystosci liczb n i k da nam n lub

n — 1 instrukcji. Pytanie: czy da sie mniej?

Ponizszy kod obraca tablice, dzielac ja na nwd(n, k)
cykli o dlugosci n/nwd(n, k) i wykonujac obrét kazdego
z nich niezaleznie, do czego potrzebuje n/nwd(n, k) — 1
instrukcji zamiany:
for i := 1 to nwd(n, k) do
for j :=1ton/nwd(n,k) — 1 do

swap(ali +n (j —1) - k], ali+n j - k]);
Operacja i +,, j oznacza tu (i + j — 1) mod n + 1. Zatem
w tym rozwiazaniu uzyjemy w sumie n — nwd(n, k)
instrukeji zamiany. A czy ten wynik da si¢ poprawic¢?
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