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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiagzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdltowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 612, 613
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

612. Na poziomej powierzchni spoczywa klocek o masie m, do ktoérego
doczepiono niewazka sprezyne o wspolczynniku sprezystosci k. W pewnej chwili
wolny koniec sprezyny zaczeto ciagnaé tak, ze poruszal sie on ze stala poziomg
predkoscia v. Jaka droge przebedzie klocek do momentu, w ktérym osiagnie on
predkos$é v? Wspdlezynniki tarcia statycznego i kinetycznego miedzy klockiem
a podlozem wynosza odpowiednio ps i pg, przy czym g > fig.

613. Za pomoca uktadu koncentrycznych zwierciadetl otrzymano na ekranie
Rys. 1 ostry obraz Stonca. Promienie krzywizny zwierciadet wynosza Ry = 12 cm

i Ry = 30 cm. Jaka jest ogniskowa cienkiej soczewki, za pomoca ktérej mozna
otrzymaé obraz Stonca o takiej samej wielkosci?

Ry
— 1) Rozwigzania zadah z numeru 10/2015
. ‘s ,
R Przypominamy tres¢ zadan:
B 604. Znalezé opor zastepczy miedzy punktami A i B w obwodzie przedstawionym na rysunku 3.
Opér kazdej krawedzi miedzy weztami wynosi r. Sieé¢ jest nieskonczona w obie strony.
Rys. 2 605. Dwa male ciala o masach m; i my zwigzane sg niciag o dlugoéci [ i poruszaja si¢ bez tarcia
po powierzchni poziomej. W pewnej chwili okazalo sig, ze cialo o masie mi jest nieruchome,
B a predko$é ciala o masie my ma warto$é v i jest prostopadla do nici (rys. 4). Jakie jest w tym
momencie naprezenie nici?
604. Uklad jest symetryczny wzgledem plaszczyzny zawierajacej krawedzie
AAl i BBll
A B By B B
Rys. 3 r T T T
e c D
my E F = = T r r T
Y r AT T
A A A
l
Potencjaly weztéw na prostych CD i EF sa jednakowe i réwne
ma
V- Va+Vp
Rys. 4 - 92 ’
gdzie V4 i Vg sa potencjatlami punktéw A i B. Zatem krawedzie miedzy tymi
weztami mozna usunaé. Réwnowazny obwod sklada sie z dwéch nieskonczonych
obwoddéw polaczonych réwnolegle i rownoleglego do nich opornika rap = 7.
Opdr R kazdego z nieskonczonych obwoddéw nie zmieni sie, gdy dodamy do niego
jeden z powtarzajacych sie elementéw (rys. 5). Wynika stad réwnanie:
r
rR
R=2r4+——.
R+r
Szukany opér zastepczy R, calego obwodu otrzymujemy z réwnania:
R = T R
1 1 + 2
R, r R
= Wynosi on
R. — T
Rys. 5 z = \/g
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Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowe]j

Klubu 44 F
po 601 zadaniach
Tomasz Rudny 37,68
Tomasz Wietecha 10 — 29,64
Marian Lupiezowiec 1 - 28,11
Jacek Konieczny 27,92
Michal Kozlik 3 - 26,32
Ryszard WozZniak 22.51
Krzysztof Magiera 3 — 14,40
Karol Lukanowski 11,97
Jacek Piotrowski 2 - 10.49
Andrzej Nowogrodzki 3 - 3,08
Jan Zambrzycki 7,34
Jacek Grela 3,02
Pawel Kubit 1,09
Piotr Maslankowski 0,64
Jedrzej Biedrzycki 0,46

Liczba przed pauzg oznacza krotnosé
zdobycia 44 punktéw.

///Illlmn\‘"‘

605. W plaszczyznie poziomej nie dzialaja na ciala zadne sily zewnetrzne,
zatem Srodek masy ukladu wyznacza pewien inercjalny uklad odniesienia.
Wektory polozenia cial w ukladzie §rodka masy r; i r2 spelniaja zwiazki:

miry + maore = 0 oraz [ = r1 + ro. Stad

lm1
rg = ———.
my + ma
Analogiczny zwigzek spelnia w CMS wektor predkosci ciata drugiego:
miv
vy = ————,
mi + mo

gdzie v jest predkoscia wzgledna cial. Szukane naprezenie nici dane jest wzorem:

mov3 o

N== =
gdzie
o mimso
N my + Mo
jest masa zredukowana uktadu.
x % ok

Podczas analizy wspolczynnikéw trudnodci oraz liczby nadsylanych w ubieglym
roku rozwigzan poszczegdlnych zadan nasuwa sie refleksja, ze najlepiej wypadaja
zadania z mechaniki. Uczestnicy Klubu czesto nadsytaja ogdlniejsze niz
oczekiwane rozwiazania problemow. Tak byto, miedzy innymi, w przypadku
zadania 596 o zblizajacych sie statkach. Tomasz Wietecha podal pelne
rozwiazanie problemu ,krzywej pogoni”, czesé rozwiazan korzystata z gotowych,
dostepnych w literaturze wzoréw. I zostalo to, oczywiscie, uznane za poprawne,
chociaz moja intencja byto zachecenie do poszukiwan jak najprostszych
rozwiazan, ktore nie wymagaja zaawansowanego aparatu matematycznego.
Zdarzaly sie jednak zadania, gdzie liczba nadsylanych rozwiazan byta bardzo
mala, lub byly one niepoprawne. Do takich nalezaly zadanie 598 na temat
obwodu pradu zmiennego, zadanie 600 z termodynamiki (tu, by¢ moze, w tresci
nie zostalo wyraznie podkreslone, ze utrzymywane sa rézne temperatury

w dwéch czedeiach naczynia), czy zadanie 601 z optyki, gdzie nie nadeszly zadne
rozwigzania — by¢ moze z powodu wakacji? Mam nadzieje, ze zamieszczone

w kolejnych numerach rozwiazania wyjasnily zaistniate problemy. Komentarza
wymagaja chyba zadanie 585 z optyki oraz 595 z termodynamiki. Pierwsza czedc
zadania z optyki dotyczaca przechodzenia promieni przez polaczone czesci
soczewki z wycietym $rodkiem nie sprawila na ogét trudnosci. Nadsytajacy
rozwiazania zauwazyli, ze po przejéciu przez soczewke naktadaja sie dwie
symetryczne wiazki réwnolegle, tworzace kat o # 0 z osia optyczna. Gorzej bylto
ze znalezieniem odleglosci miedzy prazkami interferencyjnymi na ekranie.
Niektérzy autorzy rozwigzan uznali, ze skoro soczewka jest cienka, mozna
zaniedbaé¢ réznice fazy zwiazanej z przechodzeniem przez rézne czesci soczewki

i skupili sie na réznicy drég geometrycznych poza soczewka. Tymczasem
promienie wychodzace w zgodnej fazie z punktu P przed soczewka spotykaja sie
rowniez w zgodnej fazie w nieskonczenie odleglym punkcie poza soczewka.

W zadaniu 595 przemiana gazu byla adiabatyczna, ale nieodwracalna, nie mozna
wiec byto korzystaé z prawa dla przemiany adiabatycznej odwracalnej

pV" = const. Dobrze ilustruje to przyklad adiabatycznego rozprezania gazu

do prézni, po usunieciu przegrody rozdzielajacej dwie czesci naczynia. Energia
wewnetrzna tego gazu nie zmienia sie, bo nie ma wymiany ciepla i gaz
rozprezajac sie nie wykonuje pracy. Jezeli jest to gaz doskonaly i mozna
zaniedba¢ oddzialywanie miedzy czasteczkami, nie zmienia si¢ jego temperatura.
Punkty poczatkowy i konicowy takiej przemiany lezg na tej samej izotermie,
chociaz przemiana jest adiabatyczna.

Zadanie 585 bylo, niestety, ostatnim, ktérego rozwiazanie nadestal Pan
Andrzej Idzik. Zmagajac sie ze Smiertelng choroba, ostatnie swoje rozwiazania
w imponujacy sposob wykonywal w pamieci. Byl wielokrotnym weteranem ligi
zadaniowe] Delty. Bardzo brakuje jego zyczliwych komentarzy i na ogdt
wzorowych rozwiazan. Pozostaje w cieptej pamieci redaktoréw Klubu.
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Zadania z matematyki nr 715, 716
Klub 44 Y :
Redaguje Marcin E. KUCZMA

® 715. Dane sa dwie rozne liczby catkowite dodatnie A, B. Wykazaé, ze zbior
wszystkich liczb catkowitych nieujemnych moze by¢ przedstawiony jako suma
— roztacznych zbiorow tréjelementowych, przy czym w kazdym z tych zbioréw

liczba $rodkowa (co do wielkosci) rézni sie od jednej z dwdch pozostatych liczb

® o A, za$ od drugiej o B.

) . o, 716. Dowies¢, ze jezeli a, b, ¢ sa dtugo$ciami bokdéw tréjkata, to
Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2016

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej \/a2b + Clb2 — abc + \/bZC + b62 — abc =+ \/Cza + CCL2 — abe >
Klub 44 M 1
po zakoficzeniu sezonu > = (a +b+ C) vVa-+b+ec.
(roku szkolnego) 2014/15 2
Pawel Najman - 64285  Czy wspOlczynnik 1/2 (po prawej stronie) moze byé zastapiony przez liczbe
Marek Spychata - 1-42,75 ick 2
Grzegorz Karpowicz - 1-38,86 WICKSZg -
Jedrzej Garnek - 2-37,64
Krzysztof Maziarz - 35,37  Zadanie 716 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.
Jerzy Cisto - 11-35,00
Janusz Fiett - 1-34,33 . . L,
Franciszek S. Sikorski 1 33:77 Rozwiagzania zadan z numeru 10/2015
Pawel Kubit — 5-32,53
Stanistaw Bednarek - 1-31,37 Przypominamy tre$é zadan:
Witold Bednarek - 6-30,49
Michal Kozlik - 29,50 707. Niech W(z,y,z) =1+ 9z(x — y)(xz — z). Znalezé wszystkie tréjki liczb zespolonych a, b, ¢, dla
Jerzy Witkowski 5-27,02 ktérych spelnione jest réwnanie W (a,b,c) = W(b,c,a) = W(c, a,b) = 0.
Zbigniew Skalik - 2-24,82
Adam Dzedzej - 2-24,55 708. Dane sa dodatnie liczby calkowite nieparzyste k, m. Niech d = nwd(k + 1, m — 1),
Piotr Kumor - 12-24,43 e=nwd(k—1, m+1), f =nww(d,e). Dowies¢, ze liczba k™ + mPF dzieli sie przez f.
Pawel Duch - 1-24,10
g;;sc?nguigoz“y”k -t ig:g; 707. Niech a, b, ¢ bedzie jedng z szukanych tréjek. Jasne, ze to sg trzy rézne
Tomasz Wietecha —~  10-18,56 liczby. Tak wiec
Krzysztof Kaminski - 2-17,66
Marcin Kasperski - 3-17,53 W(CL, b, C) — W(b, c, (Z) 9 9
Janusz Wojtal - 16,17 0= =a” + b* — (CL + b)C
Marcin Matogrosz - 1-16,06 g(a - b)
Legenda (przyktadowo): stan konta 6-30,49 Roéwnowaznie:
oznacza, ze uczestnik juz sze$ciokrotnie (a +b+ C)C _ a2 + b2 4 62.

zdobytl 44 punkty, a w kolejnej

i6dmej dzi 30,49 punktéw. . - C 1o . ‘s
(si6dmej) rundzie ma punitow Cykliczne przesuniecie symboli daje taka sama réwnosé, z wylaczonym poza

Zestawienie obejmuje wszystkich nawias czynnikiem a lub b. Skoro liczby a, b, ¢ sa rézne, wynika stad, ze
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki: a+b+c=0 oraz Cl2 + b2 + C2 -0
— stan ich konta (w aktualnie . . . L. . 3 9 , .
wykonywanej rundzie) wynosi Sa to wiec pierwiastki wielomianu z° — Az + Bz — C' o wspolczynnikach
- co najmniej 1{1 pun}(tow; o A=a +b+c= 0’ C = abc,
przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2013, 2014 a b c 2 _ a2 b2 02
lub 2015. B:ab+bc+ca:( Tot ) 2( + T ):O
Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga — czyli wielomianu 23 — C. To znaczy, ze a® = b® = ¢ = C = abe.
trzy lata temu (lub dawniej); oczywiscie
jesli ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ 2 : _ : : 2 ‘-
wrocié do naszych matematycznych Réwnanie W (a, b, ¢) = 0 daje teraz ciag réwnosci
tamigtéwek, jego nazwisko automatycznie 1 9 3 3
wréci na liste. Serdecznie zapraszamy! (1) 75 = a(a — b) (a — C) = a(a — (70‘)0‘ + bc) = 2a° + abc = 3a ,
Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci . . . . . . . . .
uzyskiwania statusu Weterana): i tak samo dla b i c¢. Tak wiec liczby a, b, ¢ to trzy rézne pierwiastki trzeciego
J. Janowicz (8), P. Kamifiski (5), stopnia z liczby —1/27; czyli np.
M. Galecki (5), J. Uryga (4), 1 1 1 1 1 1 1
A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal, (2) a=—= b= —=(—=4+ 7\/57/ c=——(—2 - 234
T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk, 3’ 3 2 2 ? 3 2 2 ’
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4), , . ..
P. Kumor (12), P. Gadziiski (7), z doktadnoscia do permutacji.
K. Jedziniak, J. Olszewski (16),
FIE. ku_rzyp(}alk ((zi)(j)H.TK;mafcki,k Na odwr6t, dla kazdej z szedciu tréjek, uzyskanych przez permutacje trojki (2),
. Wietecha , T. Jézefczyk, . e, . , , . . P . .
J. Witkowski (5), W. Bednorz, mozna odwrdcié ciag réwnosci (1), i tym samym sprawdzié, ze spelnione jest
B. Dyda (5), M. Peczarski, réwnanie W (a, b, ¢) = 0 (oraz jego cykliczne odpowiedniki).
M. Adamaszek, P. Kubit (5),
J. Cisto (11), W. Bednarek (6), . T . .
D. Kurpi(el )PA Najman (6) ©) 708. Liczba m* — 1 dzieli sie przez m — 1, wiec i przez d. Wobec
M. Kieza (4), M. Kasperski, nieparzystosci m, liczba k™ + 1 dzieli sie przez k + 1, wiec i przez d. Zatem
K. Dorobisz, A. Woryna, T. Tkocz

suma tych dwéch liczb, czyli mF + k™ dzieli sie przez d. Z symetrii warunkéw
(jesli uczestnik praekroczyl barierg zadania wynika, ze m* + k™ dzieli si¢ takze przez e. W takim razie dzieli sie
44 punktéw wigcej niz trzy razy, . ?
sygnalizuje to liczba w nawiasie). przez hCZb@ f = IlWW(d, 6).
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Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

,dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,
A. Daniluk, A. Dzedzej, Z. Galias,

. Garncarek, J. Garnek, A. Idzik,

. Jedrzejewicz, K. Kaminski,
H
J. Lazuka, J. Malopolski, J. Mikuta,
M. Miodek, E. Orzechowski, R. Pagacz,
K. Patkowski, K. Piéro, J. Siwy,

. Skalik, S. Solecki, T. Warszawski,
G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

S. Bednarek, T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

. Duch, J. Fiett, P. Figurny, M. Fiszer,
. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,
Hryniewiecki, K. Jachacy,

. Jastrzebski, A. Jézwik, G. Karpowicz,
Klisowski, J. Kraszewski,

. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
. Latata, P. Lipinski, P. Lizak,
Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
Malogrosz, J. Mandziuk, B. Marczak,
Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

. Mikotajczak, M. Mikucki,

Milczarek, R. Mitraszewski,

. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
. Pikuta, B. Piotrowska, W. Pompe,
Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,
Sewartowski, F. S. Sikorski, R. Stowik,
. Smolczyk, P. Sobczak, M. Spychala,
Surduka, T. Szymczyk, W. Szymeczyk,
W. Tobis, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

L
P

. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
Z

NFPNgIZgomggd@r=grtd®

Odszedl Andrzej Idzik. To byl szok dla wszystkich — ta tragiczna wiadomoscia
rozpoczal sie rok 2015. Czytelnicy Delty wielokrotnie spotykali jego nazwisko;
korespondowal z czasopismem nie tylko jako uczestnik ligi zadaniowej. Choé

z liga przede wszystkim. W fizycznej byt jedna z czolowych postaci: rozpoczal
udzial w 1996 roku, jedenastokrotnie zdobyl 44p.; dwunastej rundy nie zdolal juz
ukoniczy¢. Ostatnie prace to byly rozwiazania zadan z numeru 12/2014 (!).

W lidze matematycznej: start w roku 1999, dwie pelne rundy, ostatnie zadania

z numeru 6/2014. Wiele wdzigku mialy jego prace; troche zartobliwej ironii pod
adresem wtasnych nieporadnosci — jak zwykt je nazywad. ..

Karte zalobna musimy kontynuowaé¢. Kazimierz Serbin nie zyje juz od roku
2007, cho¢ wiadomosé o tym dotarta do nas niedawno. Byl wieloletnim
nauczycielem matematyki (w tym licznych olimpijczykéw) oraz dyrektorem
liceum w Sanoku. W lidze matematycznej zostal Weteranem (trzy pelne rundy);
w roku 1995 przystal swoje ostatnie prace ligowe.

ko *

Teraz doroczne omoéwienie wybranych zadan. Za niektérymi kryje sie kawalek ciekawej
matematyki. (WT to wspdlczynik trudnosci, LPR to liczba poprawnych rozwiazail.)

Zadanie 683 [Przystajace okregi ki1, k2, punkty przeciecia: A, B; X € k1, Y € ko;

A, B oraz $rodek AB nie leza na prostej XY'; réwnoleglobok X BY Z = okregi (AX Z),
(AY Z) przystaja do ki, ko] (WT = 2,48; LPR = 7). To ostatnie rozwiazanie z ligi
matematycznej, jakie (z pieknym kolorowym rysunkiem) przystal Andrzej Idzik. ..

Inne dobre rozwigzania (S. Bednarek, J. Cislo, P. Duch, J. Olszewski,

J. Garnek, J. Fiett) tez nie réznily sie wiele od firmowego — dostrzezenie paru
réwnolegltobokéw, analiza katéw. W niektérych pracach rozumowanie byto bezbtedne
w konfiguracji narysowanej przez autora pracy, a w innych wymagato niewielkich

modyfikacji (np. zamiast réwnosci dwéch katéw — dopelnianie do kata péipelnego).
W jeszcze jednej pracy catkiem odmienne rozumowanie, dzialajace w wybranej
konfiguracji, i niestety zatamujace si¢ przy inne;j.

Zadanie 688 [Ostrostup prawidtowy SABC

|AB| = |BC| = |CA| =1; punkty X € SA, Y € SB, Z € SC;
Pixy + P3y; + Pizx = Piyz; Vsape =?] (WT = 2,08;
LPR = 14). Trzej uczestnicy: J. Cisto, P. Duch,

J. Olszewski siegneli po najbardziej funkcjonalny orez,
rachunek wektorowy. Mozna sie spieraé, czy jest to cos istotnie
odmiennego od trygonometrii (uzytej w firméwce i w pracach
innych uczestnikdéw) — ale zapisuje sie krétko: oznaczajac

— — —

SX =u, Y =v, SZ = w, mamy 4P3yy = (u x v)?

(i analogicznie dla $cian SY Z, SZX; podnoszenie wektora
do kwadratu w sensie iloczynu skalarnego), i dalej

4Phyz = ((v—u) x (w—w))" =

= (Z(u X v))2 :4ZP§XY +2W,

cycl cycl

gdzie W = chd(w x u) * (u x v). W mysl warunku zadania,
zachodzi réwnos¢ W = 0. Wystarczy teraz zastosowaé znang,
tozsamoéé (ax b)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d), by
po krétkim przeksztalceniu sprowadzié wyrazenie W

do postaci W = Ecycl lall® - |v|| - [[w|| - (¢ = t), gdzie t jest
kosinusem kata $cian przy wierzchotku S ostrostupa; ¢ < 1.
Skoro W = 0, wnioskujemy, ze t = 0, czyli krawedzie SA, SB,
SC' sy parami prostopadte. Stad juz szybko wynik

Vsapc = 55 V2.

Zadanie 690 [an, € N; ap =1, a1 > 1,

An41 = 1+ (a1 .. .an)/atn/%; b, = 1/(an+1atn/2j) =

b1 +ba+bs+...€Q] (WT =245, LPR=19). Nietrudne —
zrobione przez o$miu uczestnikdéw; wszyscy po prostu obliczyli
sume tego szeregu, réwna 1/a1 (to liczba wymierna, skoro

a1 € N). Stanistaw Bednarek udowodnil, ze — nieco ogdlniej
— jesli ciagi liczb rzeczywistych dodatnich (ar), (An) sa
zwiazane zaleznoscia rekurencyjng ant1 =1+ (a1 ...an)/An,
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przy czym An(any1 — 1) — 0o, woéwcezas szereg » . by
o wyrazach b, = 1/(Anan4+1) ma sume réwng 1/a;.

Zadanie 694 [Dlan € N: a(n) = min{ |n — k?|:
S(n)=a(l)+...+a(n); f(n)=Sn)/n =

Vm € N: m = f(n) dla doktadnie trzech n] (WT = 2,95;
LPR = 4(77)). L. Garncarek, P. Kumor, J. Olszewski
(oraz, z luka, W. Tobi$) przystali rozwiazania nie rézniace
si¢ istotnie od firmowego. Autor zadania, Przemystaw
Grabowski, proponowal nieco inny sposéb postepowania:
eksperymentujac, tatwo znalezé (dla ustalonego m) trzy
rozwigzania réwnania f(n) = m, mianowicie n = 9m? — 1,
n = 9m? 4+ 2m. To, ze nie ma innych, mozna uzasadnié,
wyznaczajac przedzialy monotonicznodci i lokalne ekstrema
funkcji f(n); szkic wykresu ponizej.

k € N};

275 e
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Jest to niezbyt trudne, ale klopotliwe (J. Cislo, J. Fiett —
luki uzupetnialne). Metode posrednia wybral T. Wietecha —
rozwiazanie pelne, cho¢ rozbite na liczne przypadki; za to
praca zawiera, jako zalacznik, tabele wartosci f(n)

(z doktadnoscia 10™%), recznie wypisana, dla n < 106.
Skwapliwie skorzystaliSmy z tej pomocy, sporzadzajac

wykres :)



Ciekawostka: ciagu S(n) nie udalo si¢ znalezé w OEIS (The
Online Encyclopedia of Integer Sequences). A ciag
f(n) = S(n)/n tadny, jak widaé z obrazka.

Zadanie 696 [Wyznaczy¢ max{n : In punktéw

na plaszczyznie, ktorych kazde trzy rozpinaja trojkat
réwnoramienny}] (WT = 2,86; LPR = 5). Ciekawa geometria
kombinatoryczna. Rozwigzanie prawie identyczne z firmowym
przedstawil Janusz Fiett. Bardziej uciagzliwie, ale zasadniczo
poprawnie (liczne przypadki): Janusz Olszewski, Tomasz
Wietecha. Natomiast dwaj uczestnicy zwrdcili uwage, ze
zagadnienie jest znane — Jerzy Cislo wskazal rozwigzanie:

P. Erdés, L. M. Kelly (Problem E735, The American
Mathematical Monthly, vol. 54, no. 4, pp. 227-229, 1947);

ten sam odsytacz dal Piotr Kumor, od ktérego ponadto
dowiedzieliSmy si¢ o analogicznym zagadnieniu

w przestrzeniach wyzszych wymiaréw, rozwigzanym

w pracach: H. Kido Classification of isosceles eight-point sets
wn 3-dimensional Euclidean space (European J. of
Combinatorics, vol. 27, no. 3, pp. 329-341, 2006) oraz H. Kido
On Isosceles Sets in the 4-Dimensional Fuclidean Space
(Hindawi Publishing Corporation, Intl. J. of Combinatorics);
http://www.hindawi.com/journals/ijcom/2010/803210/

W R? (nasze zadanie) szukane maksimum wynosi 6 i jest
realizowane przez wierzchotki pieciokata foremnego i jego
$rodek. Z prac Kido wynika, ze w R® maksimum wynosi 8,

w R* za$ 11; realizacja w R3: bieguny i érodek sfery oraz
wierzchotki pigciokata foremnego na réwniku (trzeba dopuscié
stréjkat” zdegenerowany do tréjki wspotiniowej).

Zadanie 700 [Czy Vg: N—= N (zg(1)=1)3f: N> N
Vm,ne€N: (f(n) >2gn)) & (m Ln=

f(mn) = f(m)f(n)) 7] (WT = 2,75; LPR = 5). Konstrukcja
funkcji f identyczna, jak w rozwigzaniu firmowym:

S. Bednarek, J. Cislo, J. Fiett, L. Garncarek,

P. Kumor.

Zadanie 702 [F,,(t) =" 4+ (t + 1)" = istnieje

nieskonczenie wiele n € N, dla ktérych réwnanie

Fs,(x) = Fn(y) nie ma rozwiazan catkowitych z,y > 1]

(WT = 3,44; LPR = 2). To sie zaczelo przed ¢wieréwieczem.
Marcin Mazur, wowczas doktorant w Instytucie
Matematyki UW, postawil hipoteze, ze dla n > 2 réwnanie
Fon(x) = F,,(y) nie ma rozwiagzan (z,y) € Z*, w ktérych

|z| > 1 lub |y| > 1. Potrafil wykazaé, ze jesli (dla

ustalonego n) takie rozwiazania istnieja, to jest ich tylko
skonczenie wiele — i taka teze zaproponowal dla naszej ligi.
Zadanie ukazalo si¢ z numerem 194 (Delta 8/1989;
rozwiazanie autora: Delta 5/1992). Nawet tak okrojona tresé
okazala si¢ za trudna dla éwczesnych uczestnikéw. Jako
jedyne w historii ligi otrzymato WT = 4,00. Roczne
omoéwienie tego zadania zaczynalo sie stowami: Ten rekord
jest juz mie do pobicia. . .

Eksploracje problemu podjat niedawno Piotr Kumor,
uzyskujac wynik, ktéry zaproponowal jako obecne

zadanie 702. I on, i redaktor ligi, byli przekonani, ze
przypomnienie zadania 194 (przy podaniu tresci zadania 702)
stworzy jedyna szanse, by ktokolwiek je rozwigzal. Dwaj
uczestnicy sprostali wyzwaniu. Obaj wykazali, ze rOwnanie
nie ma rozwiazan, gdy n > 2 jest liczbg pierwszq. Rozwiazanie
firmowe tez wskazuje te sama serig; metoda z rozwiazania
zadania 194 jest przydatna (fragment tamtego rozwiagzania
zostal skopiowany w ,firméwce” 702).

Janusz Olszewski odnalazt 6w numer archiwalny i powotat
sie na szacowanie, uzyte w tamtym rozwiazaniu. Jerzy Cislo
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nie odnalazt owego numeru i zrobil zadanie od zera (ta sama
metoda) — przy okazji zauwazajac, ze teze zadania 194 takze
uzyskal. W latach 1986—2000 pan Jerzy w lidze nie brat
udziatu; widaé, ze gdyby bral, zadanie 194 miatoby

WT <4 (1)

Piotr Kumor kontynuuje badanie tego rownania. Znalazt
inne nieskonczone serie wyktadnikéw n, dla ktérych brak
rozwigzan. Uzyskal dalsze interesujace wyniki, ukazujace
dwoista (analityczno-algebraiczng / teorio-liczbowa) nature
problemu: jesli n > 2 oraz (x,y) € N? jest rozwiazaniem, to
réznica r = y — (2 4 ) spetnia nieréwnogé

vn+l-2<r<(n—2)/2,

przy czym dla ustalonej wartosci r moze istnie¢ co najwyzej
jedno rozwiagzanie; jesli ponadto n > 3 jest liczba nieparzysta,
to réznica r dzieli sie przez iloczyn wszystkich liczb
pierwszych p takich, ze p — 1 jest dzielnikiem n — 1; te wyniki
daja znaczace oszacowanie liczby (ewentualnych) rozwiazain.
Dalsze wyniki: jesli iloczyn, wzmiankowany w ostatnim zdaniu,
przekracza (n — 3)/4, to réwnanie ma nie wiecej niz jedno
rozwiazanie; a gdy przekracza (n — 3)/2, rozwiazan nie ma.

No, ale czy dla jakiegokolwiek n > 2 rozwiazania z x,y > 2
w ogolle istnieja? Problem nadal otwarty. . .

Zadanie 703 [Czworokat wypukly ABCD, <A = <C < 90°;
PeAB™, Qe AD™, |CP|=1|CQ| =|CA| =

|PQ| < obwod(AABD)] (WT = 3,00; LPR = 4).

L. Garncarek, P. Kumor, J. Olszewski — firmowo.
Stanistaw Bednarek — inaczej, i bardzo efektownie:
budujemy romby ACPCy, ACQC: (wigc |BC1| = |BC|,
|DC>| = |DCY); powstal réwnoleglobok C1PQC5, a zatem

|PQ| = |C1Ca| < |C1B| + | BD| + |DCa| = obwéd(ACBD).

Teza? Nie — bo to nie ten tréjkat.

No to zamieniamy rolami punkty A i C'. Na potprostych
CB~, CD~ znajdujemy punkty P’, Q" tak, by okrag
(CP'Q’) mial érodek A (podobnie jak okrag (APQ) mial
srodek C'). Z konkluzji poprzedniej czesci wnosimy, ze

|P'Q'| < obw6d(AABD). Ale |P'Q’| = |PQ]|, bo to cigciwy
przystajacych okregéw (APQ), (CP'Q’), podpierajace réwne
katy wpisane PAQ, P'CQ’. Teraz to juz naprawde teza — i to
wzmocniona: |PQ)| nie przekracza obwoddéw obu tych
trojkatow (ABD i CBD).

Autor tej ciekawej pracy zwrocit ponadto uwage, ze w tresci
zadania AB™, AD™ nalezy rozumieé jako pélproste otwarte,
tj. bez punktu A (gdyby dopuscié mozliwosé P = A lub

Q = A, punkt C przestaje byé¢ srodkiem okregu (APQ) i teza
sie zalamuje — o przyklady nietrudno).



