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Czy trzeba dowodzié¢ rzeczy oczywistych?
Wiktor BARTOL

Kazda nauka Scista ma wlasne metody potwierdzania swoich tez. Dla wigkszosci
z nich weryfikacja twierdzen polega na konfrontacji z rzeczywistoscia.
Matematyka jest jedyna z tych nauk, w ktorej owa rzeczywisto$¢ nie jest
ostateczna (ani jakakolwiek) metoda sprawdzania zdan aspirujacych

do wzbogacenia zasobu wiedzy matematycznej. Weryfikatorem twierdzen jest
dowdd. Mowa tu o tzw. matematyce czystej lub teoretycznej; zauwazmy jednak,
ze fizyczna rzeczywistosé weryfikuje stosowalnosé instrumentow
matematycznych, nie ich warto$¢ matematyczna.

Co to jest dow6d?

Kazdy, kto uprawia matematyke (na dowolnym poziomie), ma do czynienia

z dowodami. Wszak juz w nauczaniu poczatkowym ,dowodziliémy”, nie wiedzac
o tym, ze jesli x + 3 = 5, to x = 2 oraz, jeSli x = 2, to x + 3 = 5. Czymze zatem
jest dowéd? Powiedzmy, poprawnym rozumowaniem, w ktérym kazde kolejne
zdanie jest wnioskiem z poprzednich. Co jednak znaczy ,,poprawne
rozumowanie”? Co znaczy ,wniosek”? Wreszcie — co znaczy ,zdanie”? I co zrobié
z pierwszym w kolejnosci zdaniem, dla ktérego nie ma zdan ,,poprzednich”?

Zawodowy matematyk, niezajmujacy si¢ logika lub podstawami matematyki,
nie jest zainteresowany Scista odpowiedzia na powyzsze pytania. O poprawnosci
rozumowania i wyprowadzonych wnioskéw zaswiadcza Srodowisko, czyli inni
matematycy, ktérzy, czytajac zapis takiego rozumowania, uznaja je

za wystarczajace do stwierdzenia poprawnosci wyniku lub nie. Odwotuja si¢
przy tym do intuicyjnego rozumienia terminéw, o ktérych mowa w poprzednim
akapicie. W szczegélnosci znaja odpowiedz na pytanie o pierwsze zdanie
rozumowania (jedno lub kilka): ma to by¢ zdanie wezedniej juz uznane

za twierdzenie lub aksjomat. Dowdd jest zatem rozumowaniem, w ktérym
wychodzimy od zdan juz uznanych i, stosujac poprawne wnioskowanie,
dochodzimy do zdania, ktére chcemy — i mozemy — dotaczy¢ do teorii.

Dopoki jednak odwotujemy sie do intuicji, musimy sie pogodzi¢ z faktem, ze moze
ona dziata¢ réznie u réznych ludzi. Co robié¢, gdy wystepuje rozbieznosé miedzy
intuicjami? I tu metoda jest mocno ugruntowana w praktyce: nalezy rozbié
dowdd na mniejsze, coraz mniejsze fragmenty tak dlugo, az nikt z oceniajacych
nie bedzie mial watpliwosci, ze kazde zdanie rzeczywiscie daje sie wyprowadzi¢

z poprzednich zgodnie z ogdlnymi regutami. A nizej, jak siatka zabezpieczajaca
wyczyny cyrkowcéw na wysoko zawieszonych linach, jest formalne pojecie
dowodu w teorii formalnej: to ciag formul w (symbolicznym) jezyku tej teorii
taki, ze kazda formula jest albo aksjomatem, albo wynika z poprzednich na mocy
jednej z przyjetych regut wnioskowania. Przypomnijmy, ze uzyte tu pojecia
sktadnikéw teorii formalnej musza by¢ jednoznacznie zdefiniowane (tu tylko

w pogladowym skrécie): dla ustalonego alfabetu formula jest wyrazeniem
zbudowanym z symboli jezyka za pomocsg $cidle okreslonych zasad, aksjomat jest
wybrana formula, reguta wnioskowania to zasada pozwalajaca przej$é¢ od jednych
wyrazen (formul) do innych, zwanych wnioskami z poprzednich. Dzialajac

w teorii formalnej, nie odwolujemy sie do znaczen symboli alfabetu, formut itp. —
przeksztalcamy je zgodnie z formalnymi regulami.

Co to jest oczywistos$é?

,Oczywistosé” jest — oczywiScie — sprawa subiektywna, jednak bardzo czesto
jestedmy zgodni co do oczywistosci wielu faktéw matematycznych. Na ogdt
oznacza to, ze albo dowdd takiego faktu jest na tyle prosty, ze od razu go widzimy
oczyma rozumu, albo dowdd twierdzenia widzieliSmy juz tyle razy, ze nie musimy
sie wciaz do niego odwolywaé, by uzy¢ danego twierdzenia. Bywaja jednak
sytuacje, kiedy tylko wydaje nam sie, ze sprawa jest oczywista. Podejrzewam, ze
jesli nie kazdy, to prawie kazdy matematyk ma za soba doswiadczenie nadmiernej
wiary w oczywistod¢ jakiego$ stwierdzenia, ktore okazywalo sie fatszywe,
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a w najlepszym razie — daleko nieoczywiste. Ztudne oczywistosci wynikaja jednak
takze z nadinterpretacji poje¢. Trudno w tej kwestii wysnuwaé ogdlne konkluzje,
popatrzmy zatem na przyktad, ktorego dostarcza teoria mnogoéci.

Teoria mnogosci bywa zrédlem wielu pokus uznania rzeczy za oczywiste. Czyz
nie jest oczywiste, ze liczb rzeczywistych jest wigcej niz naturalnych? Po co
dowodzi¢, ze zbiér ma wiecej podzbioréw niz elementéw? Co gorsza, czyz nie jest
oczywiste, ze liczb wymiernych jest wiecej niz liczb naturalnych? Pokusa kryje
si¢ w stowie wigcej.

Za przyklad niech postuzy twierdzenie Cantora—Bernsteina, zastugujace
na miano mlota na biednych (matematycznie) studentéw. Sformutujmy je
w wersji tagodnej (gdzie | X| oznacza moc zbioru X):

Twierdzenie (wersja 1). Jesli |A| < |B| oraz |B| < |4|, to |A| = |B].

Podejrzenie oczywistosci bierze sie, rzecz jasna, z blednej interpretacji
symbolu <, kojarzonego ze ,zwykla”, liczbowa niewigkszoscia, dla ktorej
podobne twierdzenie mamy niemal we krwi. Pokusa znika, gdy sformulujemy
twierdzenie w spos6b ujawniajacy znaczenie tego symbolu:

Twierdzenie (wersja 2). Jesli istnieje funkcja réznowartosciowa ze zbioru A
w zbidr B oraz istnieje funkcja réznowartosciowa ze zbioru B w zbidr A, to
istnieje bijekcja ze zbioru A w zbidr B (czyli polaczenie elementéw zbioru A
i elementéw zbioru B w rozltaczne pary).

Teraz twierdzenie wydaje sie nieco mniej oczywiste — ale moze jednak nie?
W takim razie popatrzmy na dowoéd — w wersji rzadziej pokazywanej
na wykladach z tzw. wstepu do matematyki.

Dowéd ,,oczywistego” twierdzenia Cantora—Bernsteina

Dowdéd twierdzenia Cantora—Bernsteina wyprowadzimy z dwoch twierdzen
pomocniczych, ciekawych samych w sobie (nizej P(X) oznacza zbiér wszystkich
podzbioréw zbioru X).

Twierdzenie Tarskiego. Niech f: P(A) — P(A) bedzie funkcjq takq, ze jesli
B,C € P(A) oraz B C C, to f(B) C f(C). Wéwczas istnieje punkt staly
funkcji f, czyli istnieje X € P(A) taki, ze f(X) = X.

Szkic (a raczej zacheta do) dowodu. Niech B = {B € P(A): B C f(B)}.
Wéwezas f(|UB) = UB. (IUB oznacza sume wszystkich zbioréw z rodziny B).

Lemat Banacha. Niech f: A — B oraz g: B — A. Wowczas istniejg rozlgczne
zbiory Ag, A1 C A oraz rozlgezne zbiory By, By C B takie, Ze AgU Ay = A,
BO @] B1 = B oraz f(A()) = BO 7 g(Bl) = Al.

Szkic (a raczej zacheta do) dowodu. Niech F(X) = A\ g(B\ f(X)) dla

X € P(A). Wéwczas funkcja F spelnia zalozenia twierdzenia Tarskiego, istnieje
zatem zbiér Ay taki, ze Ag = F(Ap). Wystarczy teraz przyja¢ A; = A\ Ao,

Bo = f(Ao) oraz B1 =B \ Bo.

Dowdd twierdzenia Cantora—Bernsteina. Niech f: A — B oraz g : B — A beda
funkcjami réznowartosciowymi. Wowczas istnieja roztaczne zbiory Ag, A; C A
oraz rozlaczne zbiory By, By C B (na mocy lematu Banacha) takie, ze

|Ag| = |Bo| oraz |A;i| = |B1|. Stad wynika réwnolicznosé zbioréw A i B.

Oczywiste?

Konkluzje

Pora wyciagnaé proste wnioski z powyzszych rozwazan. Po pierwsze: nie kazda
oczywistosé jest oczywista. Po drugie: jesli co$ wydaje si¢ oczywiste, bo

»to widaé”, to ostateczng instancjg jest dowdd, jedyny weryfikator
matematycznych twierdzen. Po trzecie: dowodzac zdania, ktére uwazamy

za kandydata na twierdzenie, upewniamy sie, ze ma ono prawo zostac
twierdzeniem. I po czwarte: poszukiwanie, a raczej wymyslenie dowodu, jest
jedna z wigkszych przyjemnosci zawodowych matematyka.
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