W czasach przedkomputerowych
zlokalizowanie pierwiastkéw wielomianu
bylo cenna umiejetnoscia. Dzi§ robig to
za nas ustuzne komputery.

Rozwigzanie zadania M 1485.
Rozwazmy nastepujace doswiadczenie
losowe: rzucamy niesymetryczna moneta
tak dlugo, az wyrzucimy orta po raz

(k + 1)-szy. W pojedynczym rzucie
prawdopodobienstwo wyrzucenia orta jest
réwne —. Z prawdopodobienstwem 1
takie do$wiadczenie zakonczy sie

po skonczonej liczbie rzutéw. Z drugiej
strony prawdopodobienstwo zakonczenia
do$wiadczenia po dokladnie

n + 1 rzutach wynosi
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Czegoz to dawniej uczono na wykladach algebry

Twierdzenie Sturma

Rozwazamy wielomian w o wspdlczynnikach rzeczywistych stopnia n. Wiadomo,
ze wielomian taki ma n pierwiastkéw zespolonych; niektére z nich (czasami
wszystkie) sa, by¢ moze, rzeczywiste. Twierdzenie Sturma pozwala obliczyé liczbe
pierwiastkow rzeczywistych wielomianu w nalezacych do wybranego przedziatu
(a,b). Oczywiscie, odpowiedZ na to pytanie mozemy uzyskaé, stosujac metode
badania funkcji wielomianowej w, znana z analizy matematycznej. Metoda
Sturma jest czysto algebraiczna, nie stosuje metod analizy matematyczne;j.

Sprecyzujmy zatozenia. Wielomian w o wspoélczynnikach rzeczywistych nie ma
pierwiastkéw wielokrotnych (gdyby mial, to mozemy je usunaé opisana w Delcie
12/2015 metoda) oraz dla ustalonych liczb a,b (a < b) wartosci w(a) i w(b) sa
rézne od zera.

Ciagiem Sturma dla wielomianu w nazywamy ciag wielomianéw

W, W1, Wa, . . ., ws okreslony przez algorytm Euklidesa dla wielomianu w i jego
pochodnej w’, zmodyfikowany w ten sposéb, ze rozwazamy kolejne reszty

z dzielenia zaopatrzone w znak minus:

wWo ‘(= w,

wy = w',

w2 wo = 1w — wa,

w3 w1 = QW2 — W3,

Ws - Ws—2 = (s—1Ws—1 — Ws

dotad az wielomian w, nie bedzie mial pierwiastkéw w przedziale (a,b). Ten
warunek na pewno mozemy spelnié¢, gdyz zmodyfikowany algorytm Euklidesa,
ktéry tu stosujemy, prowadzi do najwiekszego wspolnego dzielnika wielomianu w
i jego pochodnej, a gdyby ten mial pierwiastek, to bytby to wspdlny pierwiastek
w iw', czyli pierwiastek wielokrotny wielomianu w, wbrew zalozeniu, ze nie ma
pierwiastkow wielokrotnych.

Dla x nalezacego do (a,b) przez z(x) oznaczamy liczbe zmian znaku w ciagu
wo(z), w1 (x), wa(x),...,ws(x), tj. liczbe takich sytuacji, gdy kolejne wyrazy sa
liczbami przeciwnych znakdéw, a jesli ktoéry$ wyraz jest zerowy, to pomijamy go
i poréwnujemy znaki pozostalych wyrazow sasiednich.
Twierdzenie Sturma. Liczba pierwiastkow rzeczywistych wielomianu w
spelniajgcego sformulowane wyzej zalozenia w przedziale {a,b) jest réwna
z(a) — z(b).
Dowdd. Dwa kolejne wielomiany ciggu Sturma nie moga mie¢ wspdlnego miejsca
zerowego w przedziale {(a, b), gdyby bowiem wy(x¢) = wir1(xg) = 0, to wobec
rownosci

Wk = qk+1Wk+1 — Wk4-2
mieliby$my wg42(zo) = 0 i kolejne wielomiany ciagu Sturma az do ws
zerowalyby sie w punkcie xg, co nie jest mozliwe.

Wszystkie wielomiany ciagu Sturma maja skoficzona liczbe miejsc zerowych,
mozemy wiec dany przedzial (a,b) podzieli¢ na skoficzona liczbe podprzedzialéw,
w ktorych kazdy z wielomianéw ma staty znak. Funkcja z jest stata w kazdym
z tych podprzedzialéw i moze zmieniaé swa wartosé tylko przy przejsciu przez
punkt, w ktérym zeruje sie jeden z wielomiandéw ciagu Sturma.
Jesli zy jest miejscem zerowym wielomianu wy dla 0 < k < s, to poniewaz
Wk—1 = qk - Wk — Wk+1,

wiec liczby wi—1(xo), wr4+1(zo) maja przeciwne znaki. W poblizu punktu xg
na lewo i na prawo mozliwe sa nastepujace uktady znakéw liczb
wr—1(x), w(x), w1 (x):

-+, =+, +——, ++—

a w samym punkcie xg:
-0+, +0—.
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Rozwigzanie zadania F 898.

Kulka moze trafi¢ do krawedzi B

po jednym lub wiekszej liczbie odbié

od dna i towarzyszacych im ewentualnie
odbiciach od $cianek studni. Jezeli
nastagpito n (n =1,2,3,...) odbié¢

od dna, to kulka znajdzie sie

na wysokosci H od dna studni po czasie

tn =2n

g
W tym momencie kulka powinna si¢
znalezé przy prawej $ciance studni.
Oznacza to, ze droga, przebyta przez niag
w kierunku poziomym Sy = (2k + 1)L,
gdzie 2k (k=0,1,2,3,...) jest liczba
uderzen kulki o pionowe $cianki studni.
Stad otrzymujemy, ze predkos$é kulki
w punkcie A powinna by¢ réwna:

S;‘.:2k+1L i
2H

v = —

tn 2n

W kazdym przypadku mamy tylko jedna zmiane znaku. Jesli wiec xg nie jest
miejscem zerowym wielomianu w, to przy przejsciu przez xg funkcja z nie zmienia
swej wartosci. Jedli natomiast x¢ jest miejscem zerowym wielomianu w, to

w(z) = (x —z0) - v(x), v(x0) #0,
w'(z) = wi(z) = v(x) + (x — zo) - V' ().

Poniewaz v(xp) # 0, wiec w pewnym otoczeniu xo funkcja v ma staly znak.
Gdy z < z¢, funkcja w ma przeciwny znak niz v, gdy zas x > g, funkcje w i v
maja ten sam znak. Zatem funkcja z przy przejsciu przez xy zmniejsza swa
wartos$¢ o 1. Liczba pierwiastkow rzeczywistych wielomianu w lezacych

w przedziale {a, b) jest istotnie réwna z(a) — z(b).

Przyktad 1. Wyznaczymy liczbe pierwiastkéw rzeczywistych wielomianu
w(x) = 23 — 3x — 1 i wskazemy takie przedziaty o koficach w liczbach
catkowitych, z ktorych kazdy zawiera tylko jeden z tych pierwiastkow.

Zamiast pochodnej w'(x) = 32% — 3 mozemy przyja¢ wy () = 22 — 1, gdyz przy
wyznaczaniu liczby zmian znaku wazne sa tylko znaki wartosci wielomianéw
ciggu Sturma. Obliczamy 2® — 3x — 1 = 2 - (22 — 1) — 22 — 1, wiec przyjmujemy
wy(x) =2z + 1, a poniewaz 22 — 1 = (2 — 1) (2z + 1) — 2, wiec ws(z) = 3.
Budujemy tabelke, w ktérej pierwszym wierszu wypisujemy wybrane liczby
calkowite — beda one koncami przedzialow, w ktorych spodziewamy sie
pierwiastkéw wielomianu w, a w pierwszej kolumnie wypisujemy wielomiany
ciggu Sturma. Pod kazda liczba z pierwszego wiersza wypisujemy znaki
kolejnych wielomianéw, a nizej liczbe zmian znaku.
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7 tabeli odczytujemy, ze po jednym pierwiastku wielomianu w zawiera kazdy
z przedziatéw (—2,—1), (—1,0), (0,2). Sa to oczywiscie wszystkie pierwiastki,
gdyz wielomian stopnia trzeciego nie ma wiecej niz trzy pierwiastki.

Przyklad 2. Rozwazmy teraz wielomian w(x) = z® + 3z — 5. Jako w; (x) mozemy
przyjaé #2 + 1. Poniewaz 23 + 3z — 5 = z - (2% + 1) + 22 — 5, wiec przyjmujemy
wy(x) = —2z + 5. Nastepnie obliczamy 2? +1= (=42 — 2) - (—2z +5) + Z;
zatem ws3(z) = —2. Budujemy tabelke podobng, jak w poprzednim przykladzie,
ale zaczniemy od wyznaczenia znakéw granic wielomianow ciagu Sturma

W —00 i +00.
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Wynika stad, ze wielomian w ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty. Obliczmy
liczbe zmian znaku na koncach przedziatu (1, 2).
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Jedyny pierwiastek wielomianu w nalezy do przedziatu (1,2).

Maciej BRYNSKI
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