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Nie ma slynniejszego twierdzenia niz Wielkie Twierdzenie Fermata (WTwF) i tego
nie zamierzam tu dowodzié. Zaczne po prostu od sformulowania faktu, ktéry

od 1995 roku jest rzeczywiscie twierdzeniem za sprawg Andrew Wilesa, a wczesniej
przez okolo trzy i pét wieku byl hipoteza zajmujaca glowy najwickszych
matematykow i rzesze amatoréow.

Twierdzenie 1. Jezeli n jest liczbg naturalng wiekszq od 2, to réwnanie
1) Byt =
nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych x,y, z.

Jak powszechnie wiadomo, wykladnik n = 2 jest zupelnie wyjatkowy, gdyz wtedy
réwnanie (1), zwane réwnaniem Pitagorasa, ma nieskoficzenie wiele
nieproporcjonalnych rozwigzan, a nawet duzo wiecej — ma rozwigzanie
w wielomianach o wspolczynnikach catkowitych:

r=k(m?—-n?), y==k-2mn, z=k(m?+n?).
Pokazemy przede wszystkim, ze dla ustalonego n > 2 réwnanie (1) nie ma
rozwiazan w wielomianach z(t),y(t), z(t) o wspélczynnikach zespolonych, chyba ze
wszystkie wymienione wielomiany sa stale! Zal6zmy nie wprost, ze trojka
wielomianéw x(t),y(t), z(t) jest hipotetycznym rozwiazaniem réwnania (1),
przy czym nie wszystkie wielomiany x(t), y(¢), z(t) sa stale oraz (co mozemy
zalozy¢) z(t), y(t), z(t) nie maja wspélnego dzielnika wielomianowego dodatniego
stopnia. Jesli w,, = exp(2mi/n), to mamy tozsamos¢ algebraiczna

a"—1l=(a-1)(a—w,)(a—w?) ...- (@ —wlt),
z ktérej po podstawieniu a = z/y i pomnozeniu obu stron przez y™ otrzymujemy
Syt = (2 y)(z—way)(z - wny) - (2w y).

Nasze hipotetyczne wielomiany spelniaja wiec rownanie

()" = (2(t) = y())(2(t) — way()) (2(t) — wiy(t)) - ... (2(t) — Wi~ y(t)).

Poniewaz czynniki po prawej stronie sa parami wzglednie pierwsze, wiec
z jednoznaczno$ci rozkladu wielomiandéw na czynniki wynika, ze istnieja takie
wielomiany u(t),v(t), w(t), ze

2(t) —y(t) = u®)",  2(t) —way(t) =v()",  2(t) —wiy(t) = w(t)".
Po rozwiazaniu pierwszych dwéch z powyzszych réwnan wzgledem z(t) oraz y(t)
i podstawieniu tych wartosci do trzeciego réwnania otrzymujemy po uproszczeniach

—wnpu(t)” + (wn + Do) = w(t)™.
Poniewaz z liczb zespolonych mozna wyciagaé pierwiastki dowolnych stopni, wiec
powyzsza réwnosé mozna zapisaé jako
z1(t)" +yi(t)" =z ()",

gdzie najwiekszy ze stopni wielomianéw z1(¢),y1(t), z1(t) jest n razy mniejszy niz
najwiekszy ze stopni wielomianéw z(t), y(¢), z(¢). To postepowanie mozna
kontynuowaé, ale to oczywista sprzecznosé! Przeprowadzone rozumowanie ilustruje
stynna metode regresji: za pomoca hipotetycznego rozwiazania konstruujemy
rozwiazanie w pewnym sensie mniejsze i to prowadzi do sprzecznosci.
W rozwazonym przyktadzie mieliby$my nieskonczony ciag wielomianow o $cisle
malejacych dodatnich stopniach! Metode te stosowano z pewnym powodzeniem
rowniez do przypadku liczbowego, chociaz pojawiaja sie tu juz dosé szybko
fundamentalne trudnoéci i, jak pokazala historia, nie udato sie ich do konica
przezwyciezyc¢.

Wielkie sukcesy uzyskat jednak Ernst Eduard Kummer w potowie XIX wieku.

Rozwazal on mianowicie pierscieni Z[w,|, gdzie n = p jest rozwazanym

wyktadnikiem i zaklada sie, ze p jest liczba pierwsza nieparzysta. Do pierécienia
Aby udowodni¢ WTwF, wyst . . ~ .
rozzv;;aoéwgyiiz dnikiwpiervvvv}:z:mzy Z|w,) naleza liczby zespolone postaci ag + ajwp + agwg 4o apowh 2. gdzie
nieparzyste i n = 4. ag, a1, ..., ap—2 to zwykle liczby calkowite. W przypadku, gdy w pierscieniu Z[wp)
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Rozwigzanie zadania M 1480.
Zauwazmy, ze dla catkowitych & mamy
réwnos¢. Ponadto dodanie

do dowolnego « liczby catkowitej k
zmienia kazda ze stron nieréwnosci o nk,
mozemy zatem zaktadaé, ze x nalezy do
przedziatu (0,1). Niech tx; = k/I dla
takich wzglednie pierwszych liczb
catkowitych dodatnich k i [, ze

k <l < n. Zauwazmy, ze obie strony
nieréwnosci sa w przedziale (0, 1)
niemalejacymi funkcjami x, przy czym
prawa strona zmienia warto$¢ tylko

w punktach tj ;. Wystarczy wiec
sprawdzié¢ nieréwnosé tylko dla tych
punktéw. Niech od tej pory = = tg ;.

Dla kazdego ¢ = 1,2,...,n zachodzi
rownosé ik = g;l + r; dla pewnych
jednoznacznie wyznaczonych liczb
catkowitych 0 < r; <l —11i¢q; >0
(dzielimy ik z reszty przez l). Zauwazmy,
ze liczby ri,..., ri—1 sa dodatnie: r; # 0
dla i < I, bo inaczej | dzielitoby ik.
Ponadto te liczby sg parami rézne — gdy
ri =r; dla 1 < j <lI, tol dzieli (i — j)k,
a stad ¢ = j. W takim razie ciag
T1,...,71—1 jest pewna permutacjg liczb
1,2,..., I — 1. Stad i z nieréwnosci
miegdzy Srednimi dostajemy

ri—1

] >1—-1.
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rozklad na czynniki nierozktadalne jest jednoznaczny, nierozwiazalnoscé

réwnania (1) mozna uzyska¢ w podobny sposéb jak wyzej dla wielomianéw. Pewne
komplikacje zwiazane ze skutecznym przeprowadzeniem regresji zwiazane sg

z istnieniem w pierscieniu Z[w,| nietrywialnych elementéw odwracalnych,

tzn. takich elementéw o, ze - 3 =1 dla pewnego § € Z[w,]. Za trywialne
uznajemy elementy postaci :I:w’;; oczywiscie sa one odwracalne. Dla p > 5 istnieja
rowniez elementy odwracalne 7y, ktére nie sa pierwiastkami z jednosci. Na przyktad
dla p = 7 przyjmijmy v = 1 + w7. Mamy wdwczas

1-— w§

—_ _ _ 2 4 6
—m— @—l—ﬂ(}?—kw? + wy EZ[LU?],

1+ W7)7l Lo
a wiec 7 jest odwracalny i, co tatwo wykaza¢, nietrywialny. Niestety, dla p > 19
w pierécieniu Z[wy] nie ma jednoznacznosci rozkladu na elementy nierozkladalne,
a oto przyktad dla p = 23. Niech w = ws3. Mamy
a=14+w?+w+wd+wl+ 0w+ o)1 +w+wd + w8+ 0w+ +wll) =
= 2(w5 4 0 + w4 w® + w0 4 3wl + w2 4+ W18 4 WIS W16 4 WYIT).
Zatem liczba « dzieli sie przez 2 mimo tego, ze 2 nie dzieli zadnego z czynnikow
poprzedniego iloczynu. Ponadto mozna wykazaé, ze liczba 2 jest nierozkladalna
w Z[was], a wiec w Z[wss] nie ma jednoznacznosci rozkladu na czynniki
nierozktadalne! Brak jednoznacznoéci rozkladu na czynniki to najwigksza trudnosé,
ktéra nalezy pokonaé, adaptujac metode regresji. Genialny pomyst Kummera
polegal na wprowadzeniu do rozwazan nowych obiektéw, tzw. liczb idealnych
i wykazaniu, ze kazda liczba z Z]w,] rozklada si¢ w jednoznaczny sposéb na iloczyn
liczb idealnych. Uzywajac wspélczesnego jezyka (wprowadzonego przez
Dedekinda), zbiory liczb z Z[w,| podzielnych przez dang liczbe idealna Kummera
to po prostu idealy pierwsze piericienia Zlw,| — stad zreszta ich nazwa! Miara
niejednoznacznosci rozkltadu na poziomie liczb jest tzw. grupa klas idealow
pierscienia Z[wy|, ktorej definicji tu nie podamy. Nadmienimy tylko, ze Kummer
udowodnil, miedzy innymi, nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Jezeli p > 2 jest liczbg pierwszq oraz rzed grupy klas ideatow
nie dzieli sie przez p, to réwnanie (1) nie ma rozwigzarn dla wykladnika n = p.

Metody wypracowane przez Kummera, Dedekinda i innych dalty poczatek
algebraicznej teorii liczb, waznemu dzialowi matematyki wspolczesnej. Grupa klas
idealtow i grupa elementéow odwracalnych sg bardzo blisko spokrewnione

z funktorami K oraz K; algebraicznej K-teorii — nowoczesnego dziatu
wspolczesnej matematyki, ktory probuje taczyé algebre i geometrie na wysokim

i abstrakcyjnym poziomie.

Trzeba zmierza¢ do konca tej historii i dlatego musze przemilczeé wiele ciekawych
cze$ciowych rezultatow uzyskanych przed rokiem 1983. W tymze roku

Gerd Faltings udowodnit hipoteze Mordella o tym, ze na kazdej krzywej rodzaju
wiekszego od 1 istnieje co najwyzej skonczenie wiele punktéw wymiernych. Wynika
stad, ze dla n > 4 réwnanie (1) ma co najwyzej skoniczenie wiele
nieproporcjonalnych rozwigzan.

To oczywiscie wspanialy wynik, ale przeciez nie tego oczekiwal Fermat. Na szczeScie
historia nabrala tempa, gdy w 1986 roku Gerhard Frey zwiazal z hipotetycznym
rozwigzaniem réwnania (1) x = a, y = b, z = ¢ nastepujaca krzywa eliptyczna

y* = z(x + af)(x — bP).
Wyréznik tej krzywej wynosi (abc)?” i to nasuneto Freyowi przypuszczenie, ze taka
krzywa. .. w ogéle nie powinna istnie¢ — to oczywiscie zakonczyltoby dowéd WTwF!
Pomyst okazal sie trafiony, ale szczegdly dopinato wielu wybitnych matematykéw.
I tak Jean-Pierre Serre sformutowal precyzyjnie przypuszczenie Freya, a Ken Ribet
wyprowadzil je w tym samym roku ze stynnej hipotezy Taniyamy—Shimury—Weila
o tym, ze kazda krzywa eliptyczna o wspoétczynnikach wymiernych jest modularna.
Te wlasnie hipoteze udowodnil Andrew Wiles w 1995 roku z pomoca swojego
ucznia Richarda Taylora dla tzw. krzywych poélstabilnych — klasa tych krzywych
obejmuje krzywe typu Freya i to... konczy dowéd WTwF. Artykul zakonczymy
omoéwieniem pojecia krzywa eliptyczna modularna. Jest wiele sformulowan tej
wlasnosci — wybieramy wersje arytmetyczna. Z kazda krzywa eliptyczna

y? =23+ A2> + Be +C, gdzie A,B,C € Z
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i liczba pierwsza p mozna zwiazaé kongruencje
y =23+ A2’ + Bz +C  (mod p).

Niech N, oznacza liczbe rozwigzan tej kongruencji modulo p.
Helmut Hasse udowodnit w 1933 roku hipoteze Artina gloszaca, ze

|Np, — p| < 24/p.
Wynika z niej natychmiast, ze rozwiazania kongruencji istnieja dla dostatecznie
duzych p. Jest to satysfakcjonujacy rezultat ilosciowy, ale by¢ moze o liczbie
ap := p — N, mozna powiedzie¢ co$ wigcej, niz tylko to, Ze jest mniejsza od 2,/p?
Okazuje sie, ze tak! Przyjrzyjmy sie najpierw krzywej

y2 =2 + .

Bardzo atwo wykazaé, ze jedli p =3 (mod 4), to ap = 0. Duzo trudniej zauwazy¢,
ze dla p =1 (mod 4) tez istnieje do§é zwarty i dos¢ jednolity wzér na liczbe a,.
Mianowicie liczbe p przedstawiamy w postaci p = a? + b2, gdzie a, b sa dodatnie,
przy czym a jest nieparzysta (b zas parzysta). Jak wiadomo, takie przedstawienie
liczby pierwszej p = 1 (mod 4) zawsze istnieje 1 jest dokladnie jedno — jest to
twierdzenie Fermata (ani male, ani wielkie, ale wspaniate). Wéwczas a, dane jest
nastepujacym wzorem

2a gdya=1 (mod4)
A, =
b —2a gdya=3 (mod 4).

Krzywa eliptyczna 32 = 23 + x nalezy do doéé waskiej klasy krzywych eliptycznych
z mnozeniem zespolonym — odwzorowanie (x,y) — (—x,yi) przeprowadza punkty
krzywej na punkty krzywej. Niewiele krzywych ma tego typu algebraiczne
»Symetrie”.

Rozpatrzmy teraz typowa krzywa eliptyczna (bez mnozenia zespolonego)
y? =2 —42? + 16

oraz, jak wyzej, odpowiednie kongruencje modulo rézne liczby pierwsze p. Okazuje
sie, ze ciag liczb a, mozna uzyska¢ w nastepujacy sposéb. Rozwazmy iloczyn
funkcyjny

oo

o) =T[] (1-19)1 - 1))

j=1
przy czym dla uproszczenia pominmy kwestie zbieznosci. Jesli zapiszemy teraz
powyzszy iloczyn formalny jako szereg formalny

o) => ol
k=1

to okazuje sie, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3 zachodzi réwnos¢ a, = cp,
a wiec znowu otrzymalismy ,wzoér” na a,. Hipoteza Taniyamy-Shimury—Weila
przewidywala wlasnie, ze tego typu ,wz6r” na a, mozna poda¢ dla kazdej krzywej
eliptycznej o wspdlczynnikach wymiernych. Znaczenie twierdzenia o modularno$ci
znacznie wykracza poza zastosowanie do dowodu WTwEF. Daje ono, na przyklad,
fundament do $cistego sformulowania hipotezy Bircha—Swinnertona-Dyera, ktora
nadal jest jednym z probleméw milenijnych. Do tych zastosowan trzeba przywotaé
sformutowania bardziej geometryczno-analityczne od stosowanych w tym tekscie.

Na koniec odnieémy sie do stynnej mysli wypowiedzianej przez

Leopolda Kroneckera, ze liczby catkowite stworzyl Bog, a reszta jest dzielem
cztowieka. Historia WTwF doskonale ilustruje stara prawde, ze jesli chcemy sig
czego$ dowiedzieé (pozornie prostego!) o bardzo prostych obiektach, musimy wyjsé
ze $wiata tychze obiektéw i mieé¢ nadzieje, ze wzbogacona w ten sposéb
perspektywa pozwoli nam dostrzec te powiazania, ktére nie byly widoczne z bliska.
Do lat osiemdziesiatych XX wieku to wyjscie z raju liczb naturalnych byto bardzo
ograniczone — caly czas obracano sie w §wiecie liczb algebraicznych i ich rozktadow
na czynniki. Pomyst Freya wyrwat badaczy WTwF z zakletego kregu liczb, a swiat
krzywych eliptycznych i form modularnych okazat si¢ wystarczajacym
wzbogaceniem ubogiego i jakze btahego kontekstu WTwF.
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