Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2016
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
594 (WT = 2,65), 595 (WT = 4,00),
596 (WT = 2,20), 597 (WT = 3,25),
598 (WT = 3,82), 599 (WT = 3,40),
600 (WT = 4,00) i 601 (WT = 3,25)
z numeréw 3-6/2015

Tomasz Rudny Warszawa 37,68
Tomasz Wietecha Tarnéw 29,64
Marian Lupiezowiec Gliwice 28,11
Jacek Konieczny Poznan 27,92
Michal Kozlik Gliwice 26,32

Ryszard Wozniak Krakéw 22,51

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 610, 611
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

610. Mokre kolo o promieniu R obraca si¢ ruchem jednostajnym w plaszczyznie
pionowej wokol nieruchomej osi. Predko$¢ punktéw na obwodzie kota wynosi v.
Zmnalez¢ granice obszaru suchego.

611. Do naczynia w ksztalcie walca o promieniu R, cze$ciowo wypelnionego
ciecza, wpada klocek w ksztalcie walca o promieniu r i wysokosci h (rys. 1).
W chwili poczatkowej odlegtosé dolnej powierzchni klocka od powierzchni cieczy
wynosi H, a jego predkos¢ jest rowna zeru. Ile ciepta wydzieli sie do chwili, gdy
ustanie ruch klocka i cieczy? Gestosé klocka wynosi p, gestosé cieczy p. > p.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2015

Przypominamy tresé¢ zadan:

602. Dwie przewodzace kule o promieniach r1 i ra, polaczone przewodzacym drutem, znajduja sie
w duzej odlegltosci od siebie. Kula o promieniu rs otoczona jest uziemiona sfera przewodzaca

z malym otworkiem (rys. 2). Odleglo$¢ sfery od kuli wynosi d i jest duzo mniejsza od promienia
kuli. Kule natadowano tadunkiem Q. Wyznacz rozmieszczenie tadunku na kulach.

603. Po ustawionej pionowo sztywnej spirali zsuwa sie z zerowa predkoscig poczatkowa maly koralik
o masie m. Promien spirali wynosi R, skok spirali (odleglo$¢ migdzy sasiednimi zwojami) wynosi h
(rys. 3). Znalezé warto$§é przyspieszenia koralika na koncu n-tego zwoju. Tarcie zaniedbadé.

602. Oznaczmy tadunki na kulach o promieniach r1 i 7o odpowiednio przez qi i g2. Zachodzi
zwigzek

1) Q=aq1+¢q.
Kule potaczone drutem tworza jeden przewodnik, wiec ich potencjaly sg jednakowe:
@) L2, 4

r1 rz ro+d
gdzie q jest tadunkiem indukowanym na uziemionej sferze. Potencjat sfery jest réwny zeru:
q @
ro+d ro+d o
Stad mamy g = —g2. Podstawiajac to do (2) i uwzgledniajac warunek d < ra, otrzymujemy
zwiazek:

@ _92 92
1 T2 ro + d’
Uwzgledniajac (1), otrzymujemy:
_ Qrd
w= rod + r% ’

603. Ruch koralika jest zlozeniem ruchu po okregu o promieniu R i ruchu w kierunku
pionowym. Predkos¢ koralika v w danej chwili mozna rozlozy¢ na skladowe — pozioma
v] =vcosa i pionowg vg = vsina, gdzie o jest katem, jaki tworzy z poziomem styczna
do spirali (rys. 4). Przyspieszenie koralika jest sumg wektorows skiadowej prostopadtej
do toru, zwiazanej z ruchem po okregu, ktéra wynosi
_ v2cos? a
an = R )
oraz skladowej stycznej do toru as. Skladowsa styczng mozna znalezé, rozwijajac myslowo
zw0]j spirali na plaszczyznie. Otrzymamy wtedy réwnie pochyla nachylona do poziomu pod
katem «, o podstawie 2w R i wysokosci h. Sktadowa styczna do toru wynosi
gh
Vh2 + 47 R? '
Predkosé koralika po przebyciu n zwojéw otrzymujemy, korzystajac z zasady energii
mechanicznej: v? = 2ghn. Szukana warto$é przyspieszenia jest réwna

/a5 8hWh?+4x?R? 4 64n2n?R?
¢S Ve ta= h? + 472 R? '

as = gsina =
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Klub 44

Zadania z matematyki nr 713, 714

Redaguje Marcin E. KUCZMA

VE1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2016

713. Dany jest czworokat wypukty ABCD, w ktérym boki AB i C'D nie sa
réwnolegle. Rozwazamy okrag, przechodzacy przez punkty A i B, styczny
do prostej CD w punkcie P oraz okrag, przechodzacy przez punkty C' i D,
styczny do prostej AB w punkcie Q. Zakladamy, ze punkty P i @) leza na
odcinkach C'D i AB oraz ze wspélna cieciwa tych okregéw przechodzi przez
srodek odcinka PQ. Udowodnié, ze proste AD i BC sa rownolegte.

714. Niech d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej m > 1

(a) Wykazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele par réznych liczb naturalnych m, n,

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
703 (WT = 3,00) i 704 (WT = 1,05)
z numeru 6/2015

Pawel Najman Krakéw 42,85
Marek Spychata Warszawa 42,75
Grzegorz Karpowicz ~ Wroctaw 38,86
Jedrzej Garnek Poznan 37,64
Krzysztof Maziarz Krakéw 35,37
Jerzy Cislo Wroctaw 35,00

Janusz Fiett Warszawa 34,33
Franciszek S. Sikorski Warszawa 33,77

spelniajacych réwnanie d(m)/m = d(n)/n.
(b) Czy istnieje para liczb naturalnych wzglednie pierwszych m,n > 1,
speliajacych réwnanie d(m)/m = d(n)/n?

Zadanie 714 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2015

Przypominamy tres¢ zadan:

705. Niech Ag bedzie ustalonym wierzchotkiem (n+1)-kata foremnego. Numerujemy pozostate

wierzchotki Aq, ..., A,, w dowolnej kolejnosci. Kazdemu bokowi A;A; przyporzadkowujemy liczbe

| — j|. Niech S bedzie sumg n + 1 liczb, przyporzadkowanych wszystkim bokom. Dla zadanej

liczby naturalnej n:

(a) Obliczy¢ najmniejsza osiagalng warto$é sumy S.

owa minimalng wartosé.

706. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych istnieje wielomian W stopnia n,
o wspoéltcezynnikach catkowitych, ze wspdélczynnikiem wiodacym réwnym 1, i taki, ze réwnanie

, 2 - . . . . . . . ..
W(z)® =1 ma 2n pierwiastkéw catkowitych (niekoniecznie réznych).

705. (a) Pewien wierzcholek otrzymuje nazwe A,,. Idac
od Ay do A,, wzdluz brzegu wielokata, w wybranym
kierunku, mijamy kolejno wierzcholtki A;,,..., 4;, .
Przechodzimy przez A,, dalej mijamy wierzcholki

Aj, ..., Aj,, 1 wracamy do Ag. Numery 4y,...,%; oraz
J1,- -+, jm tworza permutacje zbioru {1,...,n—1}. Liczby,
przyporzadkowane wszystkim bokom, sumuja sie

do wartosci

S = (10 —dy| + iy — do| + ... + Jig—1 — ix| + |ik — n|) +

+ (In = g1l + lj1 = g2l + - + lim—1 — Jml| + |jm — 0]) >

> n+n=2n.
Rownos$¢ w tym szacowaniu jest osiggalna; ma ona miejsce
wtedy i tylko wtedy, gdy i1 < ... <1 oraz j; > ... > jm.
Zatem 2n to szukane minimum.

(b) Zbiér I = {41, ...,i;} moze byé dowolnym podzbiorem
zbioru {1,...,n—1} (réwniez pustym, wtedy pierwszy
sktadnik rozpisanej sumy S ma postaé |0 — n|). Zauwazmy
teraz, ze juz sam wybdr zbioru I determinuje
ponumerowanie, realizujace réwnosé S = 2n; liczby

ze zbioru I, uporzadkowane rosnaco, trzeba przypisaé
kolejnym wierzchotkom (przy obieganiu wielokata od Ag
w wybranym kierunku), nastepny wierzchotek trzeba
nazwaé A,, a dalszym wierzchotkom daé¢ niewykorzystane
numery, uporzadkowane malejaco.

Konkluzja: jest tyle mozliwosci optymalnego
ponumerowania n wierzchotkéw, ile podzbioréw ma zbiér
{1,...,n—1}, to znaczy 2" L.

706. Przykladami wielomiandw, o jakich mowa, stopni
n =1 oraz n = 2, moga byé W(z) = z oraz

W(z) = 2% + z — 1. Wykazemy, Ze nie istnieje wielomian
o podanych wlasnoéciach, stopnia n > 3.
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Przypusémy, ze W jest takim wielomianem. Zestaw
wszystkich 2n pierwiastkéw wielomianu W (z)? — 1
rozdzielamy na cigg oy < ... < @, pierwiastkéw wielomianu
W(z) — 1 oraz ciag (1 < ... < (3, pierwiastkéw wielomianu
W(z) + 1. Wéwezas
n n
1) JJe-e)-T@—8) = (W(z)-1)—(W(2)+1) = —2.
i=1 i=1
Podstawiajac © = 3, mamy [[;_, (8, — ;) = —2, skad
wynika, ze najmniejszy z czynnikéw tego iloczynu jest
liczba ujemna: £, — a,, < 0. Wobec tego a,, jest liczba
wieksza od wszystkich §;. Widzimy ponadto, ze liczby «;
nie moga by¢ wszystkie réwne, bo liczba —2 nie jest
iloczynem n réownych liczb catkowitych. Zatem oy < auy.

Podstawiajac z kolei w réwnaniu (1) z = a, dostajemy
[T, (ew, — B:i) = 2. Jest to iloczyn dodatnich liczb
catkowitych; najwieksza musi by¢ dwdjka, a pozostale
jedynkami — to znaczy,

(2) Gh=a,—2; Bi=a,—1 dlai=2,...,n.
Wracamy do réwnania (1) i podstawiamy x = ay;
otrzymujemy roéwnosé H?Zl(al — B3;) = 2. Zgodnie

ze wzorami (2), przepisujemy ja w postaci

(3) (1 — ap +2)(a; —a, + 1)1 =2,

Skoro n — 1 > 2, czynnik (a1 — @, + 1) musi byé réwny +1.
Gdyby byl réwny 1, znaczyloby to, ze a1 = ap,, whrew
wczesniejszemu spostrzezeniu. Gdyby byl réwny —1,

w pierwszym nawiasie wzoru (3) mielibysmy 0. Réwnosé (3)
doprowadzita do sprzecznosci.

Wielomiany o postulowanych wtasnosciach istnieja wiec
tylko dla n = 1 i n = 2. (Nietrudno znalezé ich ogblna
postaé¢ — zostawiamy to jako ¢wiczenie).



