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Od kwadratu Waldemar POMPE

Rozpatrzmy dowolny tréjkat oraz cztery kwadraty zbudowane w sposéb
przedstawiony na rysunku 1. Wéwczas zaznaczone kolorem trzy odcinki, laczace
odpowiednie wierzcholki kwadratéw oraz érodek najnizszego kwadratu,
przecinaja sie w jednym punkcie.

Te ciekawa wilasnos¢ mozna znalezé na stronie www.gogeometry.com/problem/
w dziale Open Geometry Problems (otwarte problemy geometryczne). Jest to
zadanie nr 902 opublikowane 15 lipca 2013 r. W tym przypadku ,otwarte”

nie oznacza, ze zaden dowod tej wlasnosci nie jest znany. Przy pewnej dozie
zamitlowania do rachunkéw mozna zweryfikowaé stusznosé tej zaleznosci

w ukladzie wspolrzednych. Przez ,otwarte” nalezy wiec rozumieé to, ze nie jest
znany dowdd geometryczny. Takie dowody czesto pozwalaja lepiej zrozumieé
fenomen danej wlasnosci, zwigzki z innymi geometrycznymi konfiguracjami oraz
otwieraja droge do ciekawych modyfikacji i uogélnien.

Tak jest i w tym przypadku. Geometryczny dowdd prezentowanej wlasnosci
przedstawie od razu w nieco ogdlniejszej sytuacji.

Twierdzenie 1. Rozpatrzmy dowolny tréjkgt ABC' oraz prostoket ABDE lezgcy
po zewnelrznej stronie tego tréjkgta (rys. 2). Po zewnetrznej stronie prostokata
budujemy dowolny tréjket DEM. Oznaczamy:

a=<IXDEM oraz [(=<EDM.
Nastepnie, po zewnetrznej stronie trojkgta ABC budujemy takie tréjkgty BCK
i1 ACL, Ze ¥ BCK = <ACL = 90°,

JCAL=a oraz <SCBK =p.
Wéwczas proste EK, DL i CM przecinajq sie w jednym punkcie.

Wilasno$¢ z rysunku 1 jest szczegélnym przypadkiem tego twierdzenia: wystarczy
przyjaé, ze ABDE jest kwadratem oraz ze o« = § = 45°.

Z kolei przypadek a = (8 daje zaskakujace uogdlnienie zaleznosci z rysunku 1:
trzy zacieniowane prostokaty na rysunku 3 sa podobne, podczas gdy czwarty
prostokat jest dowolny — jego ksztalt w zaden sposob nie jest zwiazany

z pozostalymi prostokatami!

Dowdd twierdzenia 1. Oznaczmy przez S punkt przeciecia prostych DL i KE
(rys. 4). Chcemy wykazadé, ze punkty C, S i M leza na jednej prostej.

Niech P bedzie rzutem prostokatnym punktu A na prosta LD. Wowczas

punkt P lezy na okregu w opisanym na prostokacie ABDFE. Niech ponadto
punkty G'i H beda drugimi punktami przecie¢ odpowiednio prostych M i DM
z okregiem w. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze oba punkty G i H leza

na tym tuku DFE okregu w, ktéry nie zawiera punktéw A i B. Rozumowanie

w pozostatych przypadkach przebiega analogicznie.

Z réwnosci X APL = 90° = X ACL wynika, ze punkty A, L, C' i P leza
na jednym okregu. Wobec tego
XCPL =<9CAL=a=<DEM = <GPD,
skad wniosek, ze punkty C, P i G leza na jednej prostej.
Innymi stowy, wykazalidémy, ze proste CG i DL przecinaja si¢ w punkcie P
lezacym na okregu w. Analogicznie wykazujemy, ze proste CH i EK przecinaja

sie w punkcie @ lezacym na okregu w.

Jesli punkt M lezy na okregu w, to G = H = M i w konsekwencji P = @Q = S.
Wobec tego, skoro punkty C, P i G sa wspélliniowe, to takze punkty C, S i M
sg wspdliliniowe.

Jedli z kolei M nie lezy na okregu w, to stosujac twierdzenie Pascala dla
szesciokata GPDHQFE, wnioskujemy, ze punkty GPNHQ =C, PDNQE =S
oraz DH N EG = M leza na jednej prostej. To konczy dowdd twierdzenia 1. O
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Rys. 8

Rys. 10

Przedstawione rozumowanie mozna bez wigkszych klopotow przeniesé na
znacznie ogolniejsza konfiguracje. Do jej opisania potrzebne bedzie nam pojecie
kata skierowanego miedzy prostymi.

Rys. 5 Rys. 6 Rys. 7

Niech a i b beda dowolnymi prostymi przecinajacymi sie w punkcie O (rys. 5).
Kagtem skierowanym miedzy prostg a i prostg b nazywamy kat, o jaki nalezy
obréci¢ prosta a wok6l punktu O (w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdéwek
zegara), aby otrzymac prosta b. Kat ten oznaczamy symbolem < (a,b).

Zwr6émy uwage na to, ze wielko$é < (a, b) nie jest zdefiniowana jednoznacznie,
a jedynie z dokladnoscia do 180°. Piszac zatem < (a,b) = «”, rozumiemy, ze
katy stojace po obu stronach tej rownosci réznia sie o pewna catkowita
wielokrotnos¢ kata 180°.

Nastepujace twierdzenie dobrze ilustruje powdd, dla ktorego wprowadza sie
pojecie kata skierowanego miedzy prostymi (rys. 6): Rdézne punkty A, B, C, D
(nielezgce na jednej prostej) lezg na jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy

X (AB,BC) = < (AD, DC). Istota tego sformulowania jest to, ze punkty A, B,
C, D moga by¢ ulozone dowolnie — nie musza by¢ kolejnymi wierzchotkami
czworokata wypuklego (rys. 7).

Twierdzenie 2. Rozpatrzmy dowolny trojket ABC' oraz okrgg w przechodzgcy
przez punkty A i B (rys. 8). Niech D i E bedg punktami lezgcymi na okregu w,
a M dowolnym punktem. Oznaczmy:
a=<X(DE,EA), p=<(ME,ED),
v=<x(BD,DE), ¢6=<(ED,DM).
Punkty K i L sq wyznaczone przez warunki:
a =L (LC,CA), 8 =<<x(CA, AL),
v=<x(BC,CK), ¢§=<x(KB,B().
Wéwczas proste EK, DL i CM przecinajg sie w jednym punkcie (lub sq
réwnolegle).

Dowdéd twierdzenia 2 przebiega w pelni analogicznie do powyzszego
rozumowania, z drobng réznica: punkt P nalezy zdefiniowaé jako drugi punkt
przeciecia prostej LD z okregiem opisanym na tréjkacie ACL. Dalsza czesé
rozumowania pozostaje bez zmian.

Na koniec przyjrzyjmy sie pewnym szczegdlnym przypadkom twierdzenia 2.

Jedli przyjmiemy « = 7, to czworokat ABDE jest trapezem rownoramiennym

o podstawach AB i DE (rys. 9). Uzyskujemy wtedy zaleznosé, ktéra jest
uogdlnieniem powszechnie znanej konfiguracji (nazywanej czasami twierdzeniem
Jacobiego), gdy A=FEiB=0D.

Ciekawy jest przypadek, gdy czworokat ABDFE degeneruje si¢ do trojkata, tzn. gdy

A = FE. Wtedy prosta FA nalezy traktowaé jako styczng do okregu opisanego

na tréjkacie ABD, jak to ma miejsce w zdegenerowanych przypadkach twierdzenia

Pascala. Z twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwa uzyskujemy wowczas
a=<x(DE,EA) =< (DB,BA),

co z pozostalymi rownosciami twierdzenia 2 daje komplet zalozen w tym

przypadku (rys. 10).

Dowolnosé wyboru katéw «, 3, v,  oraz okregu w daje swobode w konstruowaniu
wielu ciekawych wlasnosci geometrycznych, podobnych do tej z rysunku 1.

Na oktadce znajduje si¢ kilka takich przykladéw. Kazdy z nich jest szczegdlnym
przypadkiem twierdzenia 2.
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