Rozwigzanie zadania M 1477.
Poniewaz NWD(a, b) - NWW(a, b) = ab,
to iloczyn P wszystkich wyrazéw ciggu
nie zmienia si¢ po wykonaniu ruchu.

W szczegolnosci kazdy z wyrazéw ciagu
jest ograniczony z géry przez P

i ograniczony z dotu przez 1. Ponadto
w kazdym ruchu, modyfikujacym pewne
wyrazy o indeksach i < j, liczba aj; jest
zamieniana na wiekszg (NWW(a;,aj)),
liczba a; za$ — na mniejsza

(NWD(a;, a;)). Zaden wyraz ciagu

nie moze by¢ nieskoriczenie wiele razy
zmniejszany (jako ograniczony z doltu
przez 1) ani zwiekszany (jako
ograniczony z goéry przez P). W takim
razie kazdy wyraz zostanie zmieniony
skonczenie wiele razy, czyli nie mozemy
wykonaé nieskoriczenie wielu ruchéw.

Czegoz to dawniej uczono na wykladach algebry

Dawno, dawno temu, ale nie tylko przed wiekami i nie tylko za gérami, za lasami,
ale rowniez na naszych uczelniach, jakies pét wieku temu, wykladano wiele
ciekawych faktéw matematycznych, o ktérych nie éni si¢ obecnie nie tylko filozofom,
ale réwniez mtodym matematykom. W kolejnych numerach przypomnimy kilka
takich ciekawostek.

Pierwiastki wielokrotne wielomianu

Rozwazamy wielomian w stopnia n o wspoétczynnikach rzeczywistych. Liczba xq jest
pierwiastkiem wielomianu w, jesli wielomian ten jest podzielny przez dwumian

x — xg. Plerwiastek xg jest k-krotny (k jest pewna liczba naturalna), jesli
wielomian w jest podzielny przez (z — x0)*, ale nie dzieli si¢ przez (x — )
Na przyktad dla wielomianu w = z3(z + 2)%(z — 1) pierwiastek x; = 0 jest
trzykrotny, xo = —2 jest dwukrotny, 3 = 1 jest jednokrotny.

k+1

Do badania krotnosci pierwiastkéw wielomianu wygodnie jest postuzyé sie pochodna
tego wielomianu. Na wyktadzie algebry nie odwotywano si¢ do definicji pochodnej
znanej z analizy matematycznej, a okreélano pochodna jednomianu apz® w sposéb
formalny, jako k - apz®~', pochodng jednomianu stopnia zero ag jako 0, a pochodna
wielomianu bedacego suma jednomianéw jako sume pochodnych tych jednomianéw.
Na przyktad

(32* — 2% + 42 + 5x — 7)' = 122 — 627 + 8z + 5.
Mozna udowodnié, ze pochodna okreslona w sposéb formalny dla wielomianu ma
wiele wlasnosci przystugujacych pochodnej funkcji znanych z analizy matematyczne;j,
w szczegdlnosei pochodna iloczynu wielomiandéw w i v spelnia zwiazek
(w-v) =w - v4+w-v.

Twierdzenie. Jesli liczba jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w, to jest
pierwiastkiem (k — 1)-krotnym pochodnej w’.

Dowdd. Poniewaz xq jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w, wiec
w = (x — x0)* - v, przy czym v(xg) # 0. Wobec tego

w =k(z—20)" v+ (x—z0)* v = (2 —20)* kv (z—z0) - V).
Liczba x nie jest pierwiastkiem wielomianu wystepujacego w nawiasie
kwadratowym, gdyz jest pierwiastkiem drugiego sktadnika, ale nie jest pierwiastkiem
sktadnika pierwszego. Wynika stad, ze jest ona pierwiastkiem (k — 1)-krotnym
pochodnej w’.

Whiosek 1. Liczba xg jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu w wtedy i tylko
wtedy, gdy jest wspolnym pierwiastkiem tego wielomianu i jego pochodnej, a zatem
jest pierwiastkiem najwickszego wspdlnego dzielnika NWD (w,w").

Whiosek 2. Dzielge wielomian w przez NWD(w,w'), otrzymamy wielomian majgcy
te same pierwiastki, co wielomian w, ale wszystkie jednokrotne.

Istotnie, jedli zy jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w, to jest pierwiastkiem
(k — 1)-krotnym pochodnej w’, jest wiec tez pierwiastkiem (k — 1)-krotnym
wielomianu NWD(w, w'). Dzielenie w przez NWD(w, w’) mozemy nazywaé
usuwaniem pierwiastkéow wielokrotnych.

Przyktad. Usuniemy pierwiastki wielokrotne wielomianu
w=12% — 621 — 42® + 922 + 122 + 4.

Obliczamy pochodng w’ = 6x° — 243 — 1222 + 18z + 12. Aby obliczyé NWD(w, w'),
zastosujemy algorytm Euklidesa, zastepujac wielomian w’ proporcjonalnym do niego
wielomianem w* = 2® — 42% — 222 + 32 + 2. Najpierw dzielimy w przez w* z reszta
i dostajemy
25— 62t — 423 + 922 + 120 +4 = - (2° —4a® — 222 + 30 +2) — 2(a* + 23 — 322 — 5z —2),
a nastepnie dzielimy w* przez z* + 3 — 322 — 5z — 2, otrzymujac iloraz = — 1
i reszte 0. Wobec tego NWD(w, w') = 2 4 23 — 322 — 52 — 2. Po podzieleniu
wielomianu w przez otrzymany wieclomian stopnia 4 otrzymamy 2% — x — 2, czyli
(z + 1)(z — 2). Zatem liczby —1 i 2 sa pierwiastkami wielomianu w. Mozna latwo
sprawdzié¢, ze —1 jest pierwiastkiem czterokrotnym, a 2 — pierwiastkiem
dwukrotnym.
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