RROzwazania O RReszce i ORRIe

tukasz RAJKOWSKI

Zwykla moneta czesto okazuje si¢ doskonalym
narzedziem do rozstrzygania konfliktow. Zapewne
kazdemu zdarzylo sie ustysze¢ magiczna formutke ,orzet
to, reszka tamto”, z reguly bedac przychylnym dokladnie
jednemu ze zdarzen ,to” lub ,tamto”. Takie rozwiazanie
jest jednak malo widowiskowe — o ile wzajemne
obrzucanie si¢ inwektywami (w celu wyttumaczenia, w jak
wielkim bledzie jest strona przeciwna, prezentujac zdanie
odmienne od naszego) szybko przyciaga publiczno$é, tak
zakonczenie sporu przy uzyciu jednego rzutu moneta moze
pozostawic¢ ja z odczuciem niedosytu. Przykladowym
sposobem na uatrakcyjnienie oraz niewielkie przedtuzenie
calej procedury jest rzucanie moneta, dopoki wsrod
kolejnych wynikéw nie pojawi si¢ jedna z konfiguracji
OO lub RR, w zaleznosci od ktérej wytaniany

jest zwyciezca. Ich oczywista symetria sprawia, ze
przegrany moze czué sie pokrzywdzony jedynie przez los,
nie za$ przez oszustne praktyki adwersarza. Co jednak,
jesli osoba typujaca OO (nazwijmy ja Jackiem) zmienila
zdanie na OR? Woéwczas obstawiajacy RR (Placek,

rzecz jasna) mialby prawo do stusznego protestu;
zauwazmy bowiem, ze jedli w pierwszym rzucie pojawi sie

reszka, to szanse Jacka na zwycigstwo wynosza 50%, jesli
natomiast orzel, to wygra on z pewnoscia (w momencie,
w ktérym pojawi sie pierwsza reszka) i dlatego
prawdopodobienstwo jego sukcesu nalezy oceniaé¢ na 75%.
Podobna sytuacja ma miejsce, jesli Jacek i Placek beda
oczekiwaé odpowiednio na konfiguracje ORR i RRO

— wbrew pozorom, jakie stwarza réwna liczba reszek

w obu przypadkach, Jacek jest faworytem réwniez takiej
rozgrywki. Wytlumaczenie tego faktu jest analogiczne,
jednak odrobing bardziej skomplikowane, dlatego

warto podeprzeé¢ si¢ rysunkiem 1, ilustrujacym wszystkie
istotne z punktu widzenia rozgrywki ,koncéwki”

ciagu wynikéw (bedziemy je nazywaé stanamsi)

oraz strzalki prezentujace mozliwo$¢ bezposredniego
przejscia miedzy stanami (kazde z prawdopodobienstwem
50%). Tak jak poprzednio, ciag rzutéw rozpoczynajacy
sie od orta nie moze skonczy¢ sie inaczej niz zwyciestwem
Jacka; z kolei gdy zaczniemy od reszki, decydujacy

jest drugi rzut: reszka prowadzi¢ bedzie nieuchronnie

do wygranej Placka, natomiast orzet do Jacka.
Whioskujemy stad, ze ponownie z prawdopodobiefistwem
75% ten ostatni okaze sie zwyciezca.

Co zatem moze uczyni¢ Placek, by szala zwycigstwa przechylila si¢ na jego strone?
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Okazuje sie, ze w celu uzyskania przewagi powinien obstawi¢ konfiguracje OOR.
W konfrontacji z ORR otrzymujemy wéwczas stany zilustrowane na rysunku 2.
Analiza otrzymanego grafu pozwala szybko przekonaé sie o przewadze
konfiguracji OOR, gdyz aby gra si¢ zakonczyta, z pewnoscia musi przej$¢ przez
stan O, z ktorego — jesli przejdzie do stanu OO — to z pewnoscig zakonczy sie
sukcesem Placka, natomiast przejécie do O R niekoniecznie skutkowaé bedzie
triumfem Jacka. Aby jednak przedstawi¢ prawdopodobienstwa sukcesu graczy,
musimy przeprowadzi¢ nieco bardziej skomplikowane obliczenia niz poprzednio.
Oznaczmy przez ps szanse na zwyciestwo Placka, gdy rozpoczynamy ze stanu s.
Wéwezas oczywiscie poor = 1 oraz porgr = 0, ponadto, korzystajac z rysunku 2
oraz zdrowego rozsadku (przyjmujacego w tym przypadku uczona nazwe wzoru
na prawdopodobieristwo calkowite), mozemy przedstawi¢ nastepujace zaleznosci:

Rys. 1 Poor + poo PORR + PO Poo + Por
' (1) poo = LLORTEOO - (2) pop = PORRTEO - (3) p — OO ZLOR,
Po + DR Po + PR
(4) PR = 9 5 (5) DPstart = T

Z réwnania (1) dostajemy poo = poor = 1, skad oraz z ukladu réwnan (2) i (3)
mamy po =1 — por = 3. Z (4) wnioskujemy po = pr, dlatego z réwnania (5)
mamy Pstart = PO = % — jest to zatem szukane prawdopodobienstwo wygranej
Placka na samym poczatku rozgrywki.

Dazacy do odzyskania przewagi nad swoim konkurentem Jacek moze teraz
przeprowadzi¢ nastepujace rozumowanie: ,skoro, obstawiajac ORR, mialem

przewage nad celujacym w RRO Plackiem, to jesli teraz Placek wytypowal OOR,
z symetrii sytuacji wystarczy mi zmieni¢ swéj wybor na ROO!. W odpowiedzi
na takie posuniecie Placek moze pomyéle¢:  kiedy Jacek gral ORR, spuszczalem
mu tomot, obstawiajac OOR, wiec jesli teraz wytypowal ROO, utrzymam moja
przewage, czekajac na RRO!”. W tym miejscu artykutu Czytelnik, ktéry

nie zagubil sie¢ jeszcze w gaszczu eRéw i Odw, zwrdcit byé moze uwage na pewien
niepokojacy efekt calego rozumowania. UzasadniliSmy bowiem, ze grajacy RRO
zapewne przegra z typujacym ORR, ktéry powinien przegraé z obstawiajacym
OOR, ktéry prawdopodobnie ustapi pola grajacemu ROO, a ten ostatni zapewne
poniesie kleske, grajac z... pierwszym, czyli RRO! Oczywiscie, sprzecznosé jest
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jedynie pozorna, a podobnego typu paradokséw probabilistycznych nie brakuje —
o jednym z nich (kosciach Sichermana) mozna przeczytaé¢ w Delcie 1/2009. Czy
mozemy wskaza¢ inne ciagi konfiguracji dlugosci 3 o opisanej wlasnosci? Aby
odpowiedzie¢ na to pytanie, uzyjemy malo finezyjnego sposobu: dla kazdych
dwdch takich konfiguracji sprawdzimy bowiem, przy uzyciu opisanej wczesniej
metody, ktéra z nich (o ile ktérakolwiek) miataby wigksze szanse na wygrana

w przypadku konfrontacji. Efekt takiej analizy przedstawiony jest na rysunku 3,
na ktérym strzatka miedzy dwiema konfiguracjami wskazuje na prawdopodobnego
zwyciezce, jej brak natomiast oznacza réwne szanse w pojedynku. Zwréémy
uwage, ze konfiguracje OOO i RRR nie wygrywaja z zadna inna, nie moga by¢
zatem czedcia zadnego cyklu. Wynika stad, ze do cyklu nie moga réwniez naleze¢
ORO i ROR, gdyz jedyne, z jakimi wygrywaja, to wykluczone wczesniej OOO

i RRR. Z pozostalych konfiguracji mozna utozy¢ wylacznie cykl opisany
wczesniej i dlatego jest on jedyny mozliwy do uzyskania. Warto ponadto
zauwazy¢, ze z kazdego wierzcholka prezentowanego grafu wychodzi strzatka —
oznacza to, ze dla kazdej konfiguracji przeciwnika mozemy znalez¢é taka, ktora
prawdopodobnie da nam zwyciestwo. Niestety, on moze odptaci¢ sie nam

tym samym, i cho¢ przez pewien czas moglibySmy bawic¢ si¢ w zlodliwe zmiany
decyzji, patowa sytuacje zapewne najwygodniej bedzie zakoniczyé przy uzyciu
starego i sprawdzonego pojedynczego rzutu monetq.

Rys. 3

m Zadania Redaguje Tomasz TKOCZ
, M 1474. Wykazaé, ze kazdy wielokat wypukly o polu 1 jest zawarty w pewnym

prostokacie o polu 2.
Rozwiazanie na str. 14

M 1475. Niech ¢ bedzie funkcja rézZnowartosciowq odwzorowujaca zbior liczb
catkowitych dodatnich w siebie. Wykazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej
dodatniej n zachodzi nier6wnosé
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Rozwiazanie na str. 3

M 1476. Na tablicy napisano liczby 11,12,13. Ruch polega na wybraniu jednej
z liczb napisanych na tablicy (oznaczamy ja przez c) i zastapieniu jej liczba

2a + 2b — ¢, gdzie a i b to dwie pozostale liczby. Rozstrzygnaé, czy za pomoca
takich ruchéw mozemy uzyskaé na tablicy tréjke liczb 20, 21,247 A tréjke
20,21,237

Rozwiazanie na str. 5

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 891. Na satelite o masie m poruszajacego si¢ z predkoscia v po orbicie
kolowej w poblizu powierzchni Ziemi dziala stala sila hamujaca F'. Znajac
przyspieszenie ziemskie g znalezé¢ predkosé v, znizania sie satelity, przyjmujac, ze
zmiana jego orbity zachodzi dostatecznie wolno.

Rozwiazanie na str. 12

F 892. N cylindrycznych naczyn o masach m,2m, ..., Nm i przekrojach

1 poprzecznych S, 2S5, ..., NS umieszczono jedno w drugim jak na rysunku.

- | Do naczyn nalano tyle wody, ze kazde z nich plywa w wiekszym naczyniu
nie dotykajac jego dna i Scianek. Najwieksze naczynie stoi na stole. Do jakiej
wysokosci, w stosunku do powierzchni stotu, jest napelnione najwicksze
naczynie? Calkowita masa wody wynosi M, a jej gestoéé wynosi p. Scianki
naczyn uznaé za zaniedbywalnie cienkie.

Rozwiazanie na str. 21
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