E. ....... xA/

Rys. 1. Gdy wektor przesuniecia jest
zerowy, uzyskujemy symetri¢ osiowa.

Przeksztalcenie figury AjAs ... A, na
B1Bs ... B, oznacza przeksztalcenie
A; na B; dlai=1,2,...,n.

Rys. 2. Tréjkaty ABS i CDT sa
(a) przeciwnie i (b) zgodnie zorientowane.

Rys. 3

Rys. 5

Zadanie 4 pochodzi

z 46. Miedzynarodowej Olimpiady
Matematycznej. Wiecej o prostej Simsona
w deltoidzie z numeru 9/2015.

Maly wybér? I dobrze! Joanna JASZUNSKA

Izometrig nazywamy przeksztalcenie, ktére nie zmienia odlegtosci miedzy
punktami. Obrazy trzech niewspélliniowych punktéw jednoznacznie ja
wyznaczaja. Twierdzenie Chaslesa glosi, ze kazda izometria plaszczyzny jest
przesunieciem, obrotem lub symetriq z poslizgiem.

Z dowodami powyzszych faktéw mozna si¢ zapozna¢ w tym numerze Delty na stronach 16-19.

Symetria z poslizgiem to zlozenie (w dowolnej kolejnodci) symetrii osiowej

z przesunieciem o wektor réwnolegly do osi (rys. 1). Przeksztalcenie to zmienia
orientacje (rys. 2). Z kolei przesunigcie i obrét nie zmieniaja orientacji,

a szczegdlnym przypadkiem kazdego z nich jest identycznosc.

Uwaga () Przy symetrii z poslizgiem srodek odcinka taczacego punkt i jego
obraz lezy na osi symetrii (rys. 1).

Uwaga (#x) Niech punkty K i L naleza odpowiednio do odcinkéw AB i CD,
przy czym AK = CL (rys. 2). Zbudujmy na odcinkach AB i C'D przystajace
tréjkaty ABS i1 CDT o spodkach wysokosci odpowiednio K i L. Mozna zrobié to
dwojako: tak, by trojkaty te byty przeciwnie lub zgodnie zorientowane.

W kazdym z przypadkéw istnieje dokladnie jedna izometria przeprowadzajaca
jeden na drugi. W pierwszym przypadku jest ona symetria z poslizgiem.

W drugim jest to przesuniecie, jesli AB || CD lub obrét, jesli AB J CD.

1. W czworokacie ABCD punkty F i F sg $rodkami bokow BC' i DA, ponadto
AB = CD. Wykaz, ze prosta E'F tworzy z prostymi AB i CD réwne katy.

2. Przystajace kwadraty ABCD i A’B'C’'D’ sg przeciwnie zorientowane.
Udowodnij, ze $érodki odcinkéw AA’, BB', CC’', DD’ sa wspolliniowe.

3. W szesciokacie wypukltym ABC DEF zachodza réwnosci BD = CE, DF = EA,
FB = AC. Wykaz, ze symetralne bokéw BC, DE, F' A przecinaja sie w jednym
punkcie.

4. Dany jest taki czworokat wypukty ABC'D, ze AD = BC oraz boki AD i BC
nie sg rownolegle. Zmienne punkty E i F' naleza odpowiednio do bokow BC

i AD, przy czym BE = DF'. Proste AC i BD przecinaja sie¢ w punkcie P, proste
BD i EF w punkcie @, a proste EF i AC — w punkcie R. Wykaz, ze okregi
opisane na tréjkatach PQ R maja wspolny punkt rézny od P.

Rozwigzania i wskazéwki

R1. Na mocy (*x*) istnieje symetria z poslizgiem, przeprowadzajaca odcinek AB
na DC (rys. 3). Na mocy (x) jej osia jest prosta EF'. Prosta AB i jej obraz
(prosta réwnolegla do C'D) tworza z osia symetrii réwne katy, co konczy dowdd. O

Wskazéwka 2. Warto najpierw uzasadnié, ze istnieje symetria z poslizgiem
przeprowadzajaca ABCD na A’B'C'D’, a nastepnie wykorzysta¢ uwage (x).

R3. Tréjkaty BDF i CEA s przystajace i tak samo zorientowane (rys. 4),
istnieje wiec izometria zachowujaca orientacje, ktora przeprowadza jeden z nich
na drugi. Odcinki BD i C'E przecinaja sie, jako przekatne czworokata wypuklego
BCDE. Stad rozwazana izometria jest obrotem; oznaczmy jego Srodek przez X.

Wéwezas X B = XC, czyli punkt X lezy na symetralnej odcinka BC'.
Analogicznie lezy tez na symetralnych DE i FA, co konczy dowod. O

R4. Na mocy () istnieje obrét przeprowadzajacy trojke AFD na CEB;
oznaczmy jego $rodek przez Z (rys. 5). Podobnie jak w rozwiazaniu zadania 3,
punkt Z nalezy do symetralnych odcinkéw AC i BD (a wiec nie zalezy

od wyboru punktéw E i F) oraz do symetralnej EF. Stad rzutami punktu Z

na odcinki AC, BD, EF sg ich $rodki.

Ponownie na mocy (%) istnieje symetria z poslizgiem, ktéra przeprowadza trojke
AFD na CEB. Na mocy (x), $rodki odcinkéw AC, BD i EF sa wowczas
wspdlliniowe. Wykazalidmy, ze sa to rzuty punktu Z, wiec korzystajac

z twierdzenia o prostej Simsona uzyskujemy wniosek, iz staly punkt Z lezy

na kazdym z okregéw opisanych na zmiennych tréjkatach PQR. [
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