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Rys. 1. Dwa spoéréd 12988 816 przykry¢
szachownicy rozmiaru 8 X 8 za pomoca

32 kostek domina.
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Rys. 2. Doskonate skojarzenia

(wyréznione kolorem) w kracie 3 x 4
odpowiadajace permutacjom 7 i 2.

Zliczamy skojarzenia (I)
O ukladaniu domina i permanencie

Tomasz IDZIASZEK

Zajmiemy sie takim oto zadaniem: dana jest szachownica rozmiaru n x m

i N = nm/2 kostek domina, z ktérych kazda moze przykryé¢ dwa sasiednie pola
szachownicy. Na ile sposobéw mozemy przykry¢ caly szachownice? Przyjmujemy,
ze dwa sposoby sa rozne, jesli istnieja dwa pola przykryte w pierwszym sposobie
ta sama kostka, a w drugim sposobie réznymi kostkami (rys. 1). Przykladowo,
szachownice rozmiaru 3 x 4 mozna przykry¢ szeScioma kostkami na 11 sposobdéw
(uzyskujemy 3 - 3 sposobéw, jesli przykrywamy niezaleznie lewa i prawa poldwke,
oraz dodatkowe 2 sposoby, gdy istnieja kostki lezace na obu poléwkach):
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Aby rozwiazaé to zadanie, naszg szachownice przedstawimy jako graf. Kazdemu
polu szachownicy bedzie odpowiadal jeden wierzchotek, a krawedz bedzie taczyta
dwa wierzcholki, jesli odpowiadajace im pola sasiaduja (maja wspdlny bok).
Wierzcholki, tak jak pola szachownicy, mozemy pomalowa¢ na bialo i czarno.
Zauwazmy, ze kazda krawedz bedzie taczy¢ wierzcholki réznych koloréw, zatem
uzyskany przez nas graf bedzie dwudzielny. Oznaczmy jego biate wierzchotki
przez ui,...,un, a czarne przez vi,...,Un, CO wiecej, ponumerujmy te
wierzchotki kolejno wierszami i zatézmy, ze liczba kolumn m jest parzysta
(co najmniej jedna z liczb n, m musi taka by¢).

Graf dwudzielny mozemy tez opisaé za pomoca zerojedynkowej macierzy

dwusasiedztwa A = (a, ;) rozmiaru N x N, w ktorej a; ; = 1 wtedy, gdy istnieje
krawedzZ aczaca bialy wierzcholek u; z czarnym wierzchotkiem v;. Przykladowo,
dla szachownicy 3 x 4 graf i jego macierz dwusasiedztwa wygladaja nastepujaco.
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A czym w terminologii grafowej sa pokrycia szachownicy kostkami domina?
Otéz odpowiadaja one doskonalym skojarzeniom, czyli takim zbiorom zlozonym
z N krawedzi grafu, ze kazdy wierzcholek jest incydentny z dokladnie jedna
krawedzig z tego zbioru. Natomiast w macierzy dwusasiedztwa odpowiadaja one
wybraniu N komérek z wartoscia 1, z ktorych zadne dwie nie leza w jednym
wierszu ani w jednej kolumnie.

Aby wyznaczy¢ liczbe doskonalych skojarzen, mozna rozwazyé wszystkie
przyporzadkowania, ktére kazdemu wierzchotkowi bialemu przypisuja pewien
wierzcholek czarny polaczony z nim krawedzia (przy czym kazdy wierzcholek
czarny musi by¢ przypisany dokladnie jednemu wierzchotkowi biatemu). Takie
przyporzadkowanie mozna zakodowaé za pomoca permutacji 7 zbioru

{1,..., N}, ktéra wierzchotkowi u; przypisuje wierzchotek vy ;. Wierzcholtki te
sa potaczone krawedzia, jesli a; ;) = 1, zatem przyporzadkowanie jest
poprawne, gdy iloczyn @y r(1)a2,x(2) - - - On,x(n) jest réwny jeden (rys. 2).

Tak wiec liczba doskonalych skojarzen to po prostu permanent macierzy A:

perm(A) = Z a1,7(1)@2,7(2) - - - AN,z (N)-
s

W krotkiej notatce O wieZach, permanencie i parzystosci zamieszczonej w Delcie

10/2010 pisaliSémy juz o tym, jak efektywnie obliczaé parzysto$é permanentu

macierzy calkowitoliczbowej przez poréwnanie go z wyznacznikiem tej samej

macierzy. Wspomnielidmy réwniez, ze problem obliczenia permanentu

(a nie tylko jego parzystosci) jest duzo trudniejszy i nie znamy dla niego

szybszych algorytmow niz wykladnicze ze wzgledu na N. W szczegdlnosci

oznacza to, ze nie znamy lepszych algorytmow wyznaczania liczby doskonatych
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Rys. 3. Pokrycia cyklowe (wyréznione
pogrubionymi krawedziami) w kracie
3 X 4 odpowiadajace permutacjom

71 1 w2, oraz reprezentacja cyklowa

i znaki tych permutacji.
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Rys. 4. Cykl w kracie 4 x 4
odpowiadajgcy permutacji 73 ma
krawedzie: e = 2, eg = 8, ey = 6.

skojarzen w dowolnych grafach dwudzielnych. Okazuje si¢ jednak, ze

w przypadku specjalnego rodzaju grafu (kraty n x m), z ktérym mamy tu

do czynienia, mozemy to zrobi¢ w czasie wielomianowym. I znowu pomoze nam
w tym fakt, ze umiemy efektywnie oblicza¢ wyznacznik macierzy.

Przypomnijmy, ze wyznacznik rowniez mozna zdefiniowaé w jezyku permutacji.
Jest to analogiczna suma jak w przypadku permanentu, z tym ze iloczyn
odpowiadajacy permutacji # mnozymy teraz przez znak tej permutacji, ktéry
oznaczymy przez sgn(m):

det(A) = Z SEO(T) @1 r(1)A2,7(2) - - - AN, 7 (N)-

Do zdefiniowania znaku permutacji przyda nam si¢ pojecie cyklu permutacji.
Cyklem dlugosci s nazwiemy ciag indekséw (i1 ig ... is), dla ktérego zachodzi
(1) = ig, w(iz) =13, ..., w(is) = i1. Kazda permutacje mozemy przedstawié

w postaci zbioru roztacznych cykli. Permutacja 7 jest parzysta, a jej znak wynosi
sgn(m) = 1, jesli w jej rozkladzie na cykle wystepuje parzysta liczba cykli
parzystej dlugosci. W przeciwnym przypadku permutacja jest nieparzysta, a jej
znak to sgn(mw) = —1.

Jesli w grafie wyréznimy krawedzie doskonatego skojarzenia odpowiadajacego
permutacji 7, a takze wszystkie krawedzie laczace pary wierzchotkéw o réznych
kolorach, lecz tych samych numerach (tzn. u; z v;), to kazdy wierzcholek bedzie
incydentny z dokladnie dwiema krawedziami z wyrdznionego zbioru, zatem zbiér
ten bedzie pokryciem cyklowym grafu (czyli takim zbiorem rozlacznych cykli, ze
kazdy wierzchotek nalezy do dokladnie jednego cyklu). Przy czym dopuszczamy,
ze niektore krawedzie wyréznimy dwukrotnie, co bedzie odpowiadato trywialnym
cyklom. Zapewne nie zdziwi nas, ze kazdy cykl dlugosci s z permutacji ™
wyznacza pewien cykl dtugosci 2s z pokrycia cyklowego (rys. 3).

Jestedmy juz gotowi na przedstawienie blyskotliwego pomystu, ktéry pozwoli
nam uzy¢ algorytmu obliczania wyznacznika do obliczenia permanentu
macierzy A. Idea polega na takiej modyfikacji niezerowych elementéw
macierzy A, zeby dla kazdej permutacji 7, odpowiadajacej doskonalemu
skojarzeniu, iloczyn ] a; r¢;) byt réwny 1, jedli ta permutacja jest parzysta,
oraz —1, jesli jest nieparzysta. Okazuje sig, ze aby to osiagnaé, wystarczy
zastapi¢ jedynki wystepujace w komérkach macierzy A odpowiadajacych
pionowym krawedziom kraty przez liczbe zespolong i = /—1. Oznaczmy tak
uzyskang macierz przez A’; dla kraty 3 x 4 wyglada ona nastepujaco.
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Przypatrzmy sig, jaki wktad do iloczynu [ a; »(;) maja krawedzie z doskonatego
skojarzenia odpowiadajace ustalonemu cyklowi permutacji 7. Jesli oznaczymy
licznos¢ kazdego z trzech rodzajéw krawedzi, ktére moga pojawi¢ sie na
odpowiadajacym mu cyklu w grafie, odpowiednio przez ey (poziome krawedzie
ze skojarzenia), ep (poziome krawedzie nie ze skojarzenia) oraz ey (pionowe
krawedzie, zawsze pochodzace ze skojarzenia), to ten wktad bedzie réwny 14 - ¢V .
Przyktadowy cykl wraz z licznodciami krawedzi przedstawiono na rysunku 4.
Zauwazmy, ze jesli cykl ten ma dlugosé 1, to odpowiada mu jedna pozioma krawedz
(zatem wklad jest réwny 1). Dalej zakladamy zatem, ze cykl ten jest nietrywialny.

Aby obejs¢ cykl w grafie i wrécié do punktu wyjscia, liczba pionowych krawedzi,
ktérymi bedziemy iS¢ w dél, oraz liczba tych krawedzi, ktorymi bedziemy i$¢

w gore, musza by¢ rowne. Zatem ey jest liczbg parzysta. Symetryczny argument
dowodzi, ze liczba ey + ep jest parzysta. Co wiecej, z uwagi na rozmieszczenie
krawedzi nie ze skojarzenia, kazde przejscie dwiema kolejnymi krawedziami
powoduje albo zmiane numeru kolumny o 2 (gdy przechodzimy krawedziami

ep i en), albo zmiane parzystosci tej kolumny, ale tylko w obrebie pary kolumn,
tzn. j = (j mod 2) + 1 (gdy przechodzimy krawedziami ep i ey, wiec kolejna
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Rys. 5. Pokrycia szachownicy 3 X 4
z dwiema zabronionymi krawedziami
(wyréznione kolorem).
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krawedZ ep znajduje si¢ tuz pod lub tuz nad poprzednia). Z tego wynika, ze obu
rodzajow przejs¢ musi by¢ parzyscie wiele, zatem liczby ey 1 ey sa parzyste.

W konsekwencji parzysta jest tez liczba ep, zatem w pokryciu cyklowym
wszystkie nietrywialne cykle odpowiadaja parzystym cyklom permutacji.

Przypatrzmy sie kierunkom (lewo badz prawo), w ktérych poruszamy sie
poziomymi krawedziami, podczas obchodzenia cyklu w grafie. Kazda zmiana
kierunku odbywa sie wtedy i tylko wtedy, gdy przechodzimy pionowa krawedzia
(znowu wynika to z faktu, ze dwie kolejne krawedzie ep na cyklu rozdzielone
krawedzia ey musza znajdowac sie pod soba). Wynika z tego, ze wszystkimi
poziomymi krawedziami lezacymi w wierszach o ustalonej parzystos$ci bedziemy
przechodzi¢ w tym samym kierunku. A poniewaz sposréd wierszy kraty
zawierajacych krawedzie z cyklu, pierwszy i ostatni musimy przejs¢ w przeciwnych
kierunkach (dlaczego?), wiec musza by¢ one réznej parzystosci. Jesli podzielimy
cykl na maksymalne kawatki niezawierajace krawedzi z pierwszego i ostatniego
wiersza, to dwa z tych kawaltkéw (laczace rézne wiersze) beda zawieraly
nieparzysta liczbe krawedzi ey . Jako ¢wiczenie dla Czytelnika zostawiamy dowdd
faktu, ze w pozostalych kawaltkach (laczacych ten sam wiersz) liczba krawedzi ey
bedzie podzielna przez 4. Z tego wynika, ze liczba ey /2 jest nieparzysta.

Skoro zatem ey jest parzysta liczbg niepodzielna przez 4, to kazdemu
nietrywialnemu cyklowi permutacji odpowiada wartog¢ 17 - 1¢v = (—1)¢v/2 = —1.
Poniewaz, jak pokazaliSmy wyzej, wszystkie nietrywialne cykle permutacji
odpowiadajacej doskonatemu skojarzeniu w kracie sa dlugosci parzystej, wiec
iloczyn [] a; »¢;) bedzie réwny —1 dokladnie wtedy, gdy bedzie ich nieparzyscie
wiele (w przeciwnym przypadku bedzie réwny 1). Tak wiec bedzie on réwny
znakowi permutacji 7. To pokazuje, ze perm(A) = det(A’), zatem

liczba doskonatych skojarzen = det(A’).

Warto wspomnieé, ze jedli w macierzy A’ polozymy a; ; = 0 dla komérki, ktéra
odpowiada krawedzi laczacej wierzcholki u; i v;, to det(A’) bedzie liczba tych
doskonatych skojarzen, ktére nie zawieraja tej krawedzi. Odpowiadaé to bedzie
takim ukladom kostek domina na szachownicy, w ktérych zadna kostka

nie przykrywa boku pomiedzy polami odpowiadajacymi wierzchotkom u; i v;
(rys. 5). Latwo zatem zaadaptowaé przedstawiony algorytm do liczenia przykry¢
ydziurawej” szachownicy (usuniecie pola z szachownicy symulujemy poprzez
otoczenie go ,murkiem” czterech zabronionych krawedzi) lub takich, w ktérych
czesé kostek ma juz ustalone potozenie.

Trudne pytania
Przemystaw GRZEGORZEWSKI*

Jednym z podstawowych zadan statystyki jest estymacja wskaznika struktury,
albo méwiac inaczej, szacowanie odsetka 0séb (elementéw, obiektow)
charakteryzujacych sie pewna cecha, bedaca przedmiotem prowadzonego badania.
Przyktadowo, moze nas interesowaé, jaki procent dorostych obywateli naszego
kraju ma prawo jazdy, jaki odsetek dzieci i mtodziezy w wieku szkolnym umie
plywac itd. Zauwazmy, ze w obu wspomnianych przyktadach mamy do czynienia
z cecha o charakterze binarnym, tzn. dopuszczamy tylko dwie wykluczajace sig
odpowiedzi: kto§ ma prawo jazdy albo go nie ma; umie ptywaé albo nie umie.

Rozwiazanie tak postawionego zadania jest stosunkowo proste: ankieterzy zadaja
pytania losowo wybranej grupie osob i zliczaja odpowiedzi twierdzace. Jezeli
symbolem n oznaczymy liczbe wszystkich uzyskanych odpowiedzi, posréd ktorych
k brzmialo ,tak”  wéwczas interesujacy nas odsetek osob obdarzonych badana
cecha szacujemy za pomoca ilorazu (ewentualnie mnozonego przez 100%):

1) p= " (100%).

Litera p uzyta we wzorze (1) oznacza prawdopodobiefistwo tzw. sukcesu (czyli
uzyskania odpowiedzi ,tak” na zadane pytanie), natomiast dodanie ,daszka” nad p
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