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Rys. 5. Pokrycia szachownicy 3 X 4
z dwiema zabronionymi krawedziami
(wyréznione kolorem).

*Wydzial Matematyki
i Nauk Informacyjnych,
Politechnika Warszawska

krawedZ ep znajduje si¢ tuz pod lub tuz nad poprzednia). Z tego wynika, ze obu
rodzajow przejs¢ musi by¢ parzyscie wiele, zatem liczby ey 1 ey sa parzyste.

W konsekwencji parzysta jest tez liczba ep, zatem w pokryciu cyklowym
wszystkie nietrywialne cykle odpowiadaja parzystym cyklom permutacji.

Przypatrzmy sie kierunkom (lewo badz prawo), w ktérych poruszamy sie
poziomymi krawedziami, podczas obchodzenia cyklu w grafie. Kazda zmiana
kierunku odbywa sie wtedy i tylko wtedy, gdy przechodzimy pionowa krawedzia
(znowu wynika to z faktu, ze dwie kolejne krawedzie ep na cyklu rozdzielone
krawedzia ey musza znajdowac sie pod soba). Wynika z tego, ze wszystkimi
poziomymi krawedziami lezacymi w wierszach o ustalonej parzystos$ci bedziemy
przechodzi¢ w tym samym kierunku. A poniewaz sposréd wierszy kraty
zawierajacych krawedzie z cyklu, pierwszy i ostatni musimy przejs¢ w przeciwnych
kierunkach (dlaczego?), wiec musza by¢ one réznej parzystosci. Jesli podzielimy
cykl na maksymalne kawatki niezawierajace krawedzi z pierwszego i ostatniego
wiersza, to dwa z tych kawaltkéw (laczace rézne wiersze) beda zawieraly
nieparzysta liczbe krawedzi ey . Jako ¢wiczenie dla Czytelnika zostawiamy dowdd
faktu, ze w pozostalych kawaltkach (laczacych ten sam wiersz) liczba krawedzi ey
bedzie podzielna przez 4. Z tego wynika, ze liczba ey /2 jest nieparzysta.

Skoro zatem ey jest parzysta liczbg niepodzielna przez 4, to kazdemu
nietrywialnemu cyklowi permutacji odpowiada wartog¢ 17 - 1¢v = (—1)¢v/2 = —1.
Poniewaz, jak pokazaliSmy wyzej, wszystkie nietrywialne cykle permutacji
odpowiadajacej doskonatemu skojarzeniu w kracie sa dlugosci parzystej, wiec
iloczyn [] a; »¢;) bedzie réwny —1 dokladnie wtedy, gdy bedzie ich nieparzyscie
wiele (w przeciwnym przypadku bedzie réwny 1). Tak wiec bedzie on réwny
znakowi permutacji 7. To pokazuje, ze perm(A) = det(A’), zatem

liczba doskonatych skojarzen = det(A’).

Warto wspomnieé, ze jedli w macierzy A’ polozymy a; ; = 0 dla komérki, ktéra
odpowiada krawedzi laczacej wierzcholki u; i v;, to det(A’) bedzie liczba tych
doskonatych skojarzen, ktére nie zawieraja tej krawedzi. Odpowiadaé to bedzie
takim ukladom kostek domina na szachownicy, w ktérych zadna kostka

nie przykrywa boku pomiedzy polami odpowiadajacymi wierzchotkom u; i v;
(rys. 5). Latwo zatem zaadaptowaé przedstawiony algorytm do liczenia przykry¢
ydziurawej” szachownicy (usuniecie pola z szachownicy symulujemy poprzez
otoczenie go ,murkiem” czterech zabronionych krawedzi) lub takich, w ktérych
czesé kostek ma juz ustalone potozenie.

Trudne pytania
Przemystaw GRZEGORZEWSKI*

Jednym z podstawowych zadan statystyki jest estymacja wskaznika struktury,
albo méwiac inaczej, szacowanie odsetka 0séb (elementéw, obiektow)
charakteryzujacych sie pewna cecha, bedaca przedmiotem prowadzonego badania.
Przyktadowo, moze nas interesowaé, jaki procent dorostych obywateli naszego
kraju ma prawo jazdy, jaki odsetek dzieci i mtodziezy w wieku szkolnym umie
plywac itd. Zauwazmy, ze w obu wspomnianych przyktadach mamy do czynienia
z cecha o charakterze binarnym, tzn. dopuszczamy tylko dwie wykluczajace sig
odpowiedzi: kto§ ma prawo jazdy albo go nie ma; umie ptywaé albo nie umie.

Rozwiazanie tak postawionego zadania jest stosunkowo proste: ankieterzy zadaja
pytania losowo wybranej grupie osob i zliczaja odpowiedzi twierdzace. Jezeli
symbolem n oznaczymy liczbe wszystkich uzyskanych odpowiedzi, posréd ktorych
k brzmialo ,tak”  wéwczas interesujacy nas odsetek osob obdarzonych badana
cecha szacujemy za pomoca ilorazu (ewentualnie mnozonego przez 100%):

1) p= " (100%).

Litera p uzyta we wzorze (1) oznacza prawdopodobiefistwo tzw. sukcesu (czyli
uzyskania odpowiedzi ,tak” na zadane pytanie), natomiast dodanie ,daszka” nad p
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Rozwigzanie zadania M 1471.

Przyjmijmy standardowe oznaczenia

dla tréjkata ABC (bok naprzeciw

wierzchotka A ma dlugosé a,
a+b+c

p= 5 to potowa obwodu, r to
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jest tradycyjnie stosowanym oznaczeniem informujacym, iz mamy do czynienia
z oszacowaniem p (lub, méwiac bardziej formalnie, z estymatorem wartosci p).

Mozna wykazac, ze ten — zdawaloby sie¢ banalny — estymator prawdopodobienstwa
sukcesu ma bardzo dobre wlasno$ci matematyczne: m.in. jest nieobciazony

(tzn. wolny od bledu systematycznego), zgodny (tzn. dostarcza oszacowanie
dowolnie bliskie prawdziwej wartosci parametru, o ile tylko prébka jest
dostatecznie liczna) i efektywny (ma mozliwie mala wariancje, czyli jest dosé
precyzyjny). Tak wiec, o ile tylko odpowiedzi respondentéw sa rzetelne, mozemy
oczekiwad, iz postugujac sie wzorem (1), uzyskamy rozsadne oszacowanie odsetka
0s6b charakteryzujacych sie interesujaca nas cechg — zwlaszcza jesli badanie
przeprowadzimy na odpowiednio duzej i jednorodnej grupie oséb.

Zalozenie dotyczace rzetelnodci odpowiedzi bywa zasadniczo spelnione, o ile
pytania dotycza tematéw w miare neutralnych, jak choéby wspomniane wyzej
(posiadanie prawa jazdy, umiejetno$é pltywania itp.). Trudno bowiem byloby
wskazaé przyczyne, dla ktérej ankietowana osoba w obliczu tego typu pytan
mialaby ktamaé, zwlaszcza ze respondentom zapewnia sie anonimowo$c.

Mozna jednakze wskazac i takie badania, dotyczace zachowan

badz pogladéw odnoszacych sie zwlaszcza do obyczajowosci oraz przestrzegania
prawa, gdy oczekiwanie szczerych odpowiedzi od respondentéw wydaje

sie mato prawdopodobne. Sa to tzw. trudne pytania typu: Czy bral/dawal pan
tapéwke? Czy zazywasz narkotyki? Czy dokonala pani aboreji? Czy zatrudnia
pan pracownikéw ,na czarno”? Mozna spodziewaé sie, ze na takie pytania

wielu respondentow w ogdle nie bedzie chcialo odpowiadaé — nawet w obliczu
wszelkiego typu gwarancji anonimowosci — a jesli juz sie zgodza, to ich wypowiedzi
beda niejednokrotnie ,politycznie poprawne”, ale niekoniecznie prawdziwe.

Tym samym, skoro mamy uzasadnione watpliwoéci co do liczby uzyskanych
odpowiedzi twierdzacych (czyli k), uzyteczno$é¢ wzoru (1) staje pod znakiem
zapytania. Czy to oznacza, ze estymacja w obliczu trudnych pytan sprowadza sie do
przyslowiowego wrézenia z fuséw? Na szczeScie nie, bowiem statystycy wymyslili
metode, ktora z jednej strony doskonale zabezpiecza prywatnosé respondentow,

a z drugiej umozliwia wycigganie uzasadnionych wnioskéw. Jak to mozliwe?

WyobraZzmy sobie nastepujaca sytuacje. Ankieter, zwracajac sie do respondenta
z  trudnym” pytaniem, mowi: Zdaje sobie sprawe, ze wolatby pan nie odpowiadac
wprost na to pytanie. Postgpmy zatem nastepujgco: prosze rzucié monetq, ale

nie pokazywac mi wyniku rzutu — jesli wypadnie orzel, prosze odpowiedzie¢ uczciwie
tak/nie na zadane pytanie, natomiast jesli wypadnie reszka, prosze odpowiedzied
tak/nie na pytanie, czy numer domu, w ktérym pan zamieszkuje, jest parzysty.
Zwroémy uwage, ze w takim postepowaniu ankieter uzyskuje odpowiedz ,tak”
albo ,nie”, nie wiedzac jednoczesnie, na ktére z pytan odpowiada respondent.

Wydaje sig, ze ten sposéb pozyskiwania odpowiedzi jest w pelni bezpieczny dla
osoby ankietowanej, ktéra przekazuje pewien komunikat, a zarazem w sposéb
jawny nie odnosi sie do zadanego pytania. Czy jednak uzyskane tg droga dane
moga by¢ istotnie uzyteczne dla badacza? Okazuje sie, ze tak.

Narysujmy schemat pytan i odpowiedzi w postaci drzewa o wierzchotkach:
Z — odpowiedz na ,trudne” pytanie, D — odpowiedz na pytanie o parzystosé
numeru domu, T’ — tak, N — nie (por. rysunek). Liczby umieszczone nad
galeziami drzewa oznaczaja prawdopodobienistwa znalezienia si¢

w poszczegblnych wierzchotkach. W szczegblnosci, P(Z) = % oznacza
prawdopodobienstwo, iz respondent odpowiedzial na ,trudne” pytanie,
P(D) = % jest prawdopodobienstwem tego, ze wypowiedzial sie na temat
parzysto$ci numeru domu (oba te prawdopodobienstwa sa réwne % z uwagi na
zalozenie, iz mamy do czynienia z moneta symetryczna), P(T|D) = % jest
prawdopodobienstwem odpowiedzi twierdzacej na pytanie o parzysto$¢ numeru
domu, natomiast P(T'|Z) = p oznacza poszukiwane przez nas
prawdopodobienstwo odpowiedzi ,tak” na interesujace nas pytanie. Jesli przez
P(T) oznaczymy prawdopodobiefistwo uzyskania odpowiedzi twierdzacej

(bez wzgledu na to, na jakie pytanie odpowiadal faktycznie respondent), to
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Rozwigzanie zadania M 1472.
Ponumerujmy dzieci liczbami 1,2,...,n,
zaczynajac od tego, ktore dostalo
pierwsze cukierek i przesuwajac sie
zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek
zegara. Zauwazmy, ze k-ty cukierek trafia
do dziecka

k(k 4 1)
2

1+...4+k(modn) = (modn).

Najpierw pokazemy, ze liczby
k(k+1
( 5 ) (modn), k=0,1,...,n— 1, sa
parami rézne. Gdyby tak nie bylo, to dla
pewnych 0 < k <! < n — 1 mielibySmy
I(l+1) k(k+1) 1
_— = —(l—k)(I+k+1),
- = -k k)
co jest réwnowazne 2n | (I — k)(I + k + 1).
Doktadnie jedna z liczb I — k, I + k + 1
jest nieparzysta, wiec 2n, jako potega
dwdjki, musi dzieli¢ t¢ druga. To jest
niemozliwe, bo obie sa dodatnie
i mniejsze od 2n. Zatem pierwsze n — 1
cukierkow trafia do dzieci 1,...,n —1
(niekonieczne w tej wlasnie kolejnosci).
Latwo tez zauwazyé, ze 2n-ty cukierek
trafia do dziecka
2n(2n + 1)
2

(mod n) = n.

z tzw. wzoru na prawdopodobienstwo catkowite otrzymamy:
1 1
(2) P(T)=P(T\Z)P(Z)+ P(T|D)P(D) = 3P + T

Wartosé prawdopodobienstwa P(T') nie jest, oczywiscie, znana, ale prowadzac
badanie na n-elementowej prébce respondentéw, sposrod ktérych
k wypowiedzialo sie twierdzaco, mozemy oszacowac je, korzystajac ze znanego
nam juz wzoru (1). Tym samym wzdr (2) mozemy zapisa¢ w postaci

E 1 1
(3)

n 2 4’
przy czym znak réwnosci przyblizonej przypomina nam, ze mamy tu do czynienia
7 pewnym oszacowaniem na podstawie eksperymentu.

Przeksztalcajac wzér (3), otrzymujemy poszukiwany przez nas estymator odsetka
odpowiedzi twierdzacych uzyskanych na zadane ,trudne” pytanie

() k1

ﬁt =2— - )
n 2
przy czym indeks ¢ dodaliémy dla odréznienia estymatora ,trudnych” pytan od
powszechnie stosowanego estymatora (1). Estymator (4) ma réwniez przyzwoite
wlasnosci statystyczne, aczkolwiek — jak mozna si¢ domyslaé¢ — nie az tak dobre,
jak estymator (1), niewymagajacy dodatkowych zabiegéw maskujacych
odpowiedz. Warto przy tym pamietaé, ze jakos¢ estymatora moze zaleze¢ od
sposobu maskowania. Przykladowo, jezeli zamiast monety dalibySmy
respondentowi tradycyjna kostke do gry wraz ze wskazowka, by odpowiadal
na nasze pytanie, o ile w wyniku rzutu kostka otrzyma liczbe oczek nie wigksza
niz 4, to — rozumujac analogicznie jak poprzednio — otrzymaliby$my
4 2 1 2 1
P(T) = 6p+6 5= 3p+6.

k oraz elementarnym przeksztalceniu otrzymaliby$my

n

Po podstawieniu P(T) ~

nastepujacy estymator:
., 3k 1

Pe=on T
ktérego blad éredniokwadratowy jest mniejszy niz blad estymatora (4). Idac tym
tropem, kto$ mégtby zaproponowaé mechanizm losowy, ktory by jeszcze bardziej
zwiekszal szanse na to, iz respondent odpowiadalby na interesujace nas pytanie,
a nie odnosil sie do nieistotnej kwestii parzysto$ci numeru domu (np. dla
wynikéw rzutu kostka od 1 do 5 — trudne” pytanie, 6 — pytanie o parzystos¢).
Jednakze, wbrew pozorom, taki estymator — cho¢ majacy lepsze witasnosci
matematyczne — w praktyce moglby okazaé si¢ mniej uzyteczny niz (4), bowiem
respondent moégltby nabraé¢ podejrzen, ze zbyt tatwo da sie odkryé, na jakie
pytanie odpowiada, co z kolei zniweczyloby nasze wysitki.

Czytelnik Uwazny z pewno$cig zwrdci uwage na mozliwosé manipulowania jeszcze
innym parametrem — tym, ktory zwiazany jest z prawdopodobienstwem
udzielenia odpowiedzi twierdzacej w pytaniu obojetnym z punktu widzenia
prowadzonego badania. Przykladowo, zamiast pyta¢ o parzysto$¢ numeru domu
mogliby$my pytaé, czy respondent urodzit si¢ w okresie od wrzesnia do grudnia
wlacznie itd. (zachecamy zainteresowanych do przesledzenia wplywu tego
parametru na wlasnosci estymatora odsetka dla ,trudnych” pytan).

Badajac teoretyczne wlasnosci omawianych estymatoréw, nie powinnismy traci¢
z pola widzenia ich ,praktycznej mocy”, ktéra amerykanski statystyk

Churchill Eisenhart zdefiniowal jako ,iloczyn wlasnosci matematycznych

i prawdopodobienstwa tego, ze dana procedura bedzie kiedykolwiek zastosowana
w praktyce”. Do$wiadczenie pokazuje bowiem, ze nazbyt wyrafinowane pomysty
nie zawsze spotykaja si¢ z zainteresowaniem praktykéw, dla ktorych prostota
rozwigzania bywa nieraz wazniejsza od niewielkiego zysku z tytulu potencjalnej
poprawy jakodci. A z tego typu sytuacjami spotykamy sie czesto w naukach
spotecznych i badaniach, w ktorych istotnym elementem jest tzw. czynnik ludzki.
Gdy patrzymy z tej perspektywy, wydaje sie, ze do szacowania odsetka
odpowiedzi twierdzacych na ,trudne” pytania preferowany bedzie wlasnie
najprostszy estymator (4).
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