
krawędź eB znajduje się tuż pod lub tuż nad poprzednią). Z tego wynika, że obu
rodzajów przejść musi być parzyście wiele, zatem liczby eH i eV są parzyste.
W konsekwencji parzysta jest też liczba eB , zatem w pokryciu cyklowym
wszystkie nietrywialne cykle odpowiadają parzystym cyklom permutacji.

Przypatrzmy się kierunkom (lewo bądź prawo), w których poruszamy się
poziomymi krawędziami, podczas obchodzenia cyklu w grafie. Każda zmiana
kierunku odbywa się wtedy i tylko wtedy, gdy przechodzimy pionową krawędzią
(znowu wynika to z faktu, że dwie kolejne krawędzie eB na cyklu rozdzielone
krawędzią eV muszą znajdować się pod sobą). Wynika z tego, że wszystkimi
poziomymi krawędziami leżącymi w wierszach o ustalonej parzystości będziemy
przechodzić w tym samym kierunku. A ponieważ spośród wierszy kraty
zawierających krawędzie z cyklu, pierwszy i ostatni musimy przejść w przeciwnych
kierunkach (dlaczego?), więc muszą być one różnej parzystości. Jeśli podzielimy
cykl na maksymalne kawałki niezawierające krawędzi z pierwszego i ostatniego
wiersza, to dwa z tych kawałków (łączące różne wiersze) będą zawierały
nieparzystą liczbę krawędzi eV . Jako ćwiczenie dla Czytelnika zostawiamy dowód
faktu, że w pozostałych kawałkach (łączących ten sam wiersz) liczba krawędzi eV
będzie podzielna przez 4. Z tego wynika, że liczba eV /2 jest nieparzysta.

Skoro zatem eV jest parzystą liczbą niepodzielną przez 4, to każdemu
nietrywialnemu cyklowi permutacji odpowiada wartość 1eH · 1ev = (−1)eV /2 = −1.
Ponieważ, jak pokazaliśmy wyżej, wszystkie nietrywialne cykle permutacji
odpowiadającej doskonałemu skojarzeniu w kracie są długości parzystej, więc
iloczyn

∏
ai,π(i) będzie równy −1 dokładnie wtedy, gdy będzie ich nieparzyście

wiele (w przeciwnym przypadku będzie równy 1). Tak więc będzie on równy
znakowi permutacji π. To pokazuje, że perm(A) = det(A′), zatem

liczba doskonałych skojarzeń = det(A′).

Warto wspomnieć, że jeśli w macierzy A′ położymy ai,j = 0 dla komórki, która
odpowiada krawędzi łączącej wierzchołki ui i vj , to det(A

′) będzie liczbą tych
doskonałych skojarzeń, które nie zawierają tej krawędzi. Odpowiadać to będzie
takim układom kostek domina na szachownicy, w których żadna kostka
nie przykrywa boku pomiędzy polami odpowiadającymi wierzchołkom ui i vj
(rys. 5). Łatwo zatem zaadaptować przedstawiony algorytm do liczenia przykryćRys. 5. Pokrycia szachownicy 3× 4

z dwiema zabronionymi krawędziami
(wyróżnione kolorem). „dziurawej” szachownicy (usunięcie pola z szachownicy symulujemy poprzez

otoczenie go „murkiem” czterech zabronionych krawędzi) lub takich, w których
część kostek ma już ustalone położenie.

Trudne pytania

Przemysław GRZEGORZEWSKI *

Jednym z podstawowych zadań statystyki jest estymacja wskaźnika struktury,
albo mówiąc inaczej, szacowanie odsetka osób (elementów, obiektów)
charakteryzujących się pewną cechą, będącą przedmiotem prowadzonego badania.
Przykładowo, może nas interesować, jaki procent dorosłych obywateli naszego
kraju ma prawo jazdy, jaki odsetek dzieci i młodzieży w wieku szkolnym umie
pływać itd. Zauważmy, że w obu wspomnianych przykładach mamy do czynienia
z cechą o charakterze binarnym, tzn. dopuszczamy tylko dwie wykluczające się
odpowiedzi: ktoś ma prawo jazdy albo go nie ma; umie pływać albo nie umie.

Rozwiązanie tak postawionego zadania jest stosunkowo proste: ankieterzy zadają
pytania losowo wybranej grupie osób i zliczają odpowiedzi twierdzące. Jeżeli
symbolem n oznaczymy liczbę wszystkich uzyskanych odpowiedzi, pośród których
k brzmiało „tak”, wówczas interesujący nas odsetek osób obdarzonych badaną
cechą szacujemy za pomocą ilorazu (ewentualnie mnożonego przez 100%):

*Wydział Matematyki
i Nauk Informacyjnych,
Politechnika Warszawska

(1) p̂ =
k

n
(·100%).

Litera p użyta we wzorze (1) oznacza prawdopodobieństwo tzw. sukcesu (czyli
uzyskania odpowiedzi „tak” na zadane pytanie), natomiast dodanie „daszka” nad p
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jest tradycyjnie stosowanym oznaczeniem informującym, iż mamy do czynienia
z oszacowaniem p (lub, mówiąc bardziej formalnie, z estymatorem wartości p).

Można wykazać, że ten – zdawałoby się banalny – estymator prawdopodobieństwa
sukcesu ma bardzo dobre własności matematyczne: m.in. jest nieobciążony
(tzn. wolny od błędu systematycznego), zgodny (tzn. dostarcza oszacowanie
dowolnie bliskie prawdziwej wartości parametru, o ile tylko próbka jest
dostatecznie liczna) i efektywny (ma możliwie małą wariancję, czyli jest dość
precyzyjny). Tak więc, o ile tylko odpowiedzi respondentów są rzetelne, możemy
oczekiwać, iż posługując się wzorem (1), uzyskamy rozsądne oszacowanie odsetka
osób charakteryzujących się interesującą nas cechą – zwłaszcza jeśli badanie
przeprowadzimy na odpowiednio dużej i jednorodnej grupie osób.

Rozwiązanie zadania M 1471.
Przyjmijmy standardowe oznaczenia
dla trójkąta ABC (bok naprzeciw
wierzchołka A ma długość a,

p =
a+ b+ c

2
to połowa obwodu, r to

promień okręgu wpisanego).

Z podobieństwa trójkątów ADE i ABC
mamy

DE

a
=
c sinB − 2r

c sinB
= 1−

ra
1

2
ac sinB

,

ale 1
2
ac sinB to pole trójkąta ABC,

które wynosi pr, więc

DE = a

(
1−
a

p

)
.

Nierówność 8DE ¬ AB + BC + CA jest
wobec tego równoważna nierówności
4a(1− a/p) ¬ p, która jest równoważna

0 ¬
1

p
(p− 2a)2.

Założenie dotyczące rzetelności odpowiedzi bywa zasadniczo spełnione, o ile
pytania dotyczą tematów w miarę neutralnych, jak choćby wspomniane wyżej
(posiadanie prawa jazdy, umiejętność pływania itp.). Trudno bowiem byłoby
wskazać przyczynę, dla której ankietowana osoba w obliczu tego typu pytań
miałaby kłamać, zwłaszcza że respondentom zapewnia się anonimowość.

Można jednakże wskazać i takie badania, dotyczące zachowań
bądź poglądów odnoszących się zwłaszcza do obyczajowości oraz przestrzegania
prawa, gdy oczekiwanie szczerych odpowiedzi od respondentów wydaje
się mało prawdopodobne. Są to tzw. trudne pytania typu: Czy brał/dawał pan
łapówkę? Czy zażywasz narkotyki? Czy dokonała pani aborcji? Czy zatrudnia
pan pracowników „na czarno”? Można spodziewać się, że na takie pytania
wielu respondentów w ogóle nie będzie chciało odpowiadać – nawet w obliczu
wszelkiego typu gwarancji anonimowości – a jeśli już się zgodzą, to ich wypowiedzi
będą niejednokrotnie „politycznie poprawne”, ale niekoniecznie prawdziwe.
Tym samym, skoro mamy uzasadnione wątpliwości co do liczby uzyskanych
odpowiedzi twierdzących (czyli k), użyteczność wzoru (1) staje pod znakiem
zapytania. Czy to oznacza, że estymacja w obliczu trudnych pytań sprowadza się do
przysłowiowego wróżenia z fusów? Na szczęście nie, bowiem statystycy wymyślili
metodę, która z jednej strony doskonale zabezpiecza prywatność respondentów,
a z drugiej umożliwia wyciąganie uzasadnionych wniosków. Jak to możliwe?

Wyobraźmy sobie następującą sytuację. Ankieter, zwracając się do respondenta
z „trudnym” pytaniem, mówi: Zdaję sobie sprawę, że wolałby pan nie odpowiadać
wprost na to pytanie. Postąpmy zatem następująco: proszę rzucić monetą, ale
nie pokazywać mi wyniku rzutu – jeśli wypadnie orzeł, proszę odpowiedzieć uczciwie
tak/nie na zadane pytanie, natomiast jeśli wypadnie reszka, proszę odpowiedzieć
tak/nie na pytanie, czy numer domu, w którym pan zamieszkuje, jest parzysty.
Zwróćmy uwagę, że w takim postępowaniu ankieter uzyskuje odpowiedź „tak”
albo „nie”, nie wiedząc jednocześnie, na które z pytań odpowiada respondent.

Wydaje się, że ten sposób pozyskiwania odpowiedzi jest w pełni bezpieczny dla
osoby ankietowanej, która przekazuje pewien komunikat, a zarazem w sposób
jawny nie odnosi się do zadanego pytania. Czy jednak uzyskane tą drogą dane
mogą być istotnie użyteczne dla badacza? Okazuje się, że tak.

Narysujmy schemat pytań i odpowiedzi w postaci drzewa o wierzchołkach:
Z – odpowiedź na „trudne” pytanie, D – odpowiedź na pytanie o parzystość
numeru domu, T – tak, N – nie (por. rysunek). Liczby umieszczone nad
gałęziami drzewa oznaczają prawdopodobieństwa znalezienia się
w poszczególnych wierzchołkach. W szczególności, P (Z) = 12 oznacza
prawdopodobieństwo, iż respondent odpowiedział na „trudne” pytanie,
P (D) = 12 jest prawdopodobieństwem tego, że wypowiedział się na temat
parzystości numeru domu (oba te prawdopodobieństwa są równe 12 z uwagi na
założenie, iż mamy do czynienia z monetą symetryczną), P (T |D) = 12 jest
prawdopodobieństwem odpowiedzi twierdzącej na pytanie o parzystość numeru
domu, natomiast P (T |Z) = p oznacza poszukiwane przez nas
prawdopodobieństwo odpowiedzi „tak” na interesujące nas pytanie. Jeśli przez
P (T ) oznaczymy prawdopodobieństwo uzyskania odpowiedzi twierdzącej
(bez względu na to, na jakie pytanie odpowiadał faktycznie respondent), to

4



z tzw. wzoru na prawdopodobieństwo całkowite otrzymamy:

(2) P (T ) = P (T |Z)P (Z) + P (T |D)P (D) =
1

2
p+
1

4
.

Wartość prawdopodobieństwa P (T ) nie jest, oczywiście, znana, ale prowadząc
badanie na n-elementowej próbce respondentów, spośród których
k wypowiedziało się twierdząco, możemy oszacować je, korzystając ze znanego
nam już wzoru (1). Tym samym wzór (2) możemy zapisać w postaci

(3)
k

n
≈
1

2
p+
1

4
,

przy czym znak równości przybliżonej przypomina nam, że mamy tu do czynienia
z pewnym oszacowaniem na podstawie eksperymentu.

Przekształcając wzór (3), otrzymujemy poszukiwany przez nas estymator odsetka
odpowiedzi twierdzących uzyskanych na zadane „trudne” pytanie

(4) p̂t = 2
k

n
−
1

2
,

przy czym indeks t dodaliśmy dla odróżnienia estymatora „trudnych” pytań od
powszechnie stosowanego estymatora (1). Estymator (4) ma również przyzwoite
własności statystyczne, aczkolwiek – jak można się domyślać – nie aż tak dobre,
jak estymator (1), niewymagający dodatkowych zabiegów maskujących
odpowiedź. Warto przy tym pamiętać, że jakość estymatora może zależeć od
sposobu maskowania. Przykładowo, jeżeli zamiast monety dalibyśmy
respondentowi tradycyjną kostkę do gry wraz ze wskazówką, by odpowiadał
na nasze pytanie, o ile w wyniku rzutu kostką otrzyma liczbę oczek nie większą
niż 4, to – rozumując analogicznie jak poprzednio – otrzymalibyśmy

P (T ) =
4

6
p+
2

6
·
1

2
=
2

3
p+
1

6
.

Po podstawieniu P (T ) ≈ kn oraz elementarnym przekształceniu otrzymalibyśmy
następujący estymator:

p̂′t =
3

2

k

n
−
1

4
,

którego błąd średniokwadratowy jest mniejszy niż błąd estymatora (4). Idąc tym
tropem, ktoś mógłby zaproponować mechanizm losowy, który by jeszcze bardziej
zwiększał szansę na to, iż respondent odpowiadałby na interesujące nas pytanie,
a nie odnosił się do nieistotnej kwestii parzystości numeru domu (np. dla
wyników rzutu kostką od 1 do 5 – „trudne” pytanie, 6 – pytanie o parzystość).
Jednakże, wbrew pozorom, taki estymator – choć mający lepsze własności
matematyczne – w praktyce mógłby okazać się mniej użyteczny niż (4), bowiem
respondent mógłby nabrać podejrzeń, że zbyt łatwo da się odkryć, na jakie
pytanie odpowiada, co z kolei zniweczyłoby nasze wysiłki.

Rozwiązanie zadania M 1472.
Ponumerujmy dzieci liczbami 1, 2, . . . , n,
zaczynając od tego, które dostało
pierwsze cukierek i przesuwając się
zgodnie z kierunkiem ruchu wskazówek
zegara. Zauważmy, że k-ty cukierek trafia
do dziecka

1 + . . .+ k (modn) =
k(k + 1)

2
(modn).

Najpierw pokażemy, że liczby
k(k + 1)

2
(modn), k = 0, 1, . . . , n− 1, są

parami różne. Gdyby tak nie było, to dla
pewnych 0 ¬ k < l ¬ n− 1 mielibyśmy

n

∣∣∣ l(l + 1)
2

−
k(k + 1)

2
=
1

2
(l−k)(l+k+1),

co jest równoważne 2n | (l− k)(l + k + 1).
Dokładnie jedna z liczb l− k, l + k + 1
jest nieparzysta, więc 2n, jako potęga
dwójki, musi dzielić tę drugą. To jest
niemożliwe, bo obie są dodatnie
i mniejsze od 2n. Zatem pierwsze n− 1
cukierków trafia do dzieci 1, . . . , n− 1
(niekonieczne w tej właśnie kolejności).
Łatwo też zauważyć, że 2n-ty cukierek
trafia do dziecka

2n(2n+ 1)

2
(modn) = n.

Czytelnik Uważny z pewnością zwróci uwagę na możliwość manipulowania jeszcze
innym parametrem – tym, który związany jest z prawdopodobieństwem
udzielenia odpowiedzi twierdzącej w pytaniu obojętnym z punktu widzenia
prowadzonego badania. Przykładowo, zamiast pytać o parzystość numeru domu
moglibyśmy pytać, czy respondent urodził się w okresie od września do grudnia
włącznie itd. (zachęcamy zainteresowanych do prześledzenia wpływu tego
parametru na własności estymatora odsetka dla „trudnych” pytań).

Badając teoretyczne własności omawianych estymatorów, nie powinniśmy tracić
z pola widzenia ich „praktycznej mocy”, którą amerykański statystyk
Churchill Eisenhart zdefiniował jako „iloczyn własności matematycznych
i prawdopodobieństwa tego, że dana procedura będzie kiedykolwiek zastosowana
w praktyce”. Doświadczenie pokazuje bowiem, że nazbyt wyrafinowane pomysły
nie zawsze spotykają się z zainteresowaniem praktyków, dla których prostota
rozwiązania bywa nieraz ważniejsza od niewielkiego zysku z tytułu potencjalnej
poprawy jakości. A z tego typu sytuacjami spotykamy się często w naukach
społecznych i badaniach, w których istotnym elementem jest tzw. czynnik ludzki.
Gdy patrzymy z tej perspektywy, wydaje się, że do szacowania odsetka
odpowiedzi twierdzących na „trudne” pytania preferowany będzie właśnie
najprostszy estymator (4).
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