Skandal z piang, czyli Afrodyta topologiczna

Thompson jest tez autorem slynnej
ksiazki On Growth and Form, ktéra inny
laureat Nagrody Nobla w dziedzinie
medycyny, Peter Medawar, nazwal
najdoskonalszym w catej historii nauki
dzielem literatury, jakie kiedykolwiek
zostalo napisane po angielsku.

Krzysztof REJMER

Robert Hooke (Micrographia, London, 1665) i Nehemiah Grew (The Anathomy of
Plants, London, 1682) zauwazyli niezwykle podobiefistwo struktury komdrkowej
tkanek do piany. Jednak na tym wcale nie koniec. W XIX wieku niektérzy
biolodzy, pod wptywem eksperymentéw Plateau i Brewstera, zasugerowali, ze

w momencie ich powstawania komérki przyjmuja ksztalty co prawda rézne, ale
zawsze zgodne z warunkiem powierzchni minimalnej. Te koncepcje maja swoje
naturalne przedluzenie we wspotczesnych hipotezach, méwiacych, ze prekursorem
zywej komérki byla zdolna do replikowania si¢ protokomorka o Sciankach
zbudowanych wylacznie z kwaséw ttuszczowych, niezawierajacych kanaléw
biatkowych i pomp sodowo-potasowych (Jack William Szostak, laureat Nagrody
Nobla w dziedzinie fizjologii i medycyny, rok 2009). Szkocki biolog, pionier
biologii matematycznej, D’Arcy Wentworth Thompson (1860-1948) zajmowal sie
wplywem praw fizyki na ksztalty zywych istot, a w szczegdlnosci interesowal sie
promienicami. Maja one szkielet krzemionkowy otoczony protoplazma, ktory
determinuje ksztalt organizmu; w podobny sposéb druciana ramka z doswiadczen
Plateau okresla ksztalt rozpietej na niej mydlanej struktury — powierzchni
minimalnej. Zwiazek zycia i piany jest chyba oczywisty; jak wiemy, Afrodyta
wylonila sie z morskiej piany. . .

Piana, jaka jest, to chyba kazdy widzi. .. Jednak z definicjg jest duzo trudniej.
Mozna spotkaé sie z okresleniem, ze piany sa to struktury heterofazowe,

w ktérych ciecz lub cialo stale stanowia faze ciagla, a gaz faze rozproszona.
Uzycie stowa faza jest tu, niestety, mocno mylace. Mydlana piana to powietrze
uwiegzione w komorkach, ktérych scianki zbudowane sa z roztworu wody i mydta.
A zatem gaz i ciecz nie sg réznymi fazami termodynamicznymi tej samej
substancji. Zupelnie inna rzecza jest to, ze mydlo zmieszane z woda, w zaleznosci
od stezenia i temperatury, moze tworzy¢ rézne fazy termodynamiczne. Mowiac
prostymi stowy: piana zbudowana jest z wielu makroskopowych komérek
zawierajacych gaz, rozdzielonych cienszymi lub grubszymi obszarami cieczy lub
ciala stalego. Piang jest rowniez pumeks oraz bezowe ciastko. A chleb? O pianie
moéwimy zazwyczaj, gdy utamek objetosci zajmowanej przez gaz jest wickszy

od utamka objetosci zajmowanego przez ciecz lub cialo state. Choé¢ duza liczba
mydlanych baniek tworzy piane, to przeciez pojedyncza banka piang jeszcze

nie jest, dwie banki réwniez nie, podobnie jak dwie osoby nie czynig jeszcze
thumu. Zyjemy w $wiecie, raju dla demagogéw, w ktérym wickszosé pojeé jest
nieostra. Casus piany przypomina stynng megaryjska apori¢ o tysym. ..

Interesowac nas beda ciekle piany. Istnieja dwa zasadniczo odmienne ich rodzaje:
tak zwana piana sucha, czyli wieloScienna, oraz piana mokra (przykladem piana
na piwie), zbudowana z mniej wiecej kulistych babelkéw gazu zawieszonych
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Piana mokra (po lewej) i piana sucha (po prawej); ilustracja dwuwymiarowa
Plateau sformutowal podstawowe prawa opisujace morfologie piany suche;j:

I. Trzy i tylko trzy powierzchnie tworzace pomiedzy sobg katy 120° stykaja sie
wzdluz kazdej krawedzi.

II. Cztery i tylko cztery krawedzie lacza sie¢ w jednym wierzchotku (tak zwanym
wierzchotku tetraedrycznym). Tworza one zawsze katy o wartosci
m —arccos(1/3) = 109°28'16".

Te dwa stwierdzenia nie sg, oczywiscie, niezalezne. Nalezy je uzupelni¢ trzecia,
dodatkowa reguta:
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Wiecej o czternastoscianie na str. 11.

Rozwigzanie zadania F 889.

Po zatrzymaniu ruchu orbitalnego Ziemia

zaczelaby spadaé¢ na Stonce ruchem
prostoliniowym. Aby skorzystaé
z III prawa Keplera, potraktujemy ten
ruch jak potowe obiegu po elipsie
o zerowej krotszej osi i dluzszej osi
réwnej polowie odleglodci Ziemia—Stonce.
a3 (a/2)?
T2  (27)2
gdzie a oznacza odleglos¢ Ziemia—Stonce,
To to jeden rok, a T' jest poszukiwanym
czasem spadania. Mamy wigc:

1/1\3/2
T:§<§> Ty = 0,1768T,.

Prostoliniowe spadanie Ziemi na Stonce
trwaloby nieco ponad 64 dni, 13 godzin
i 37 minut, czyli mniej wigcej tyle, ile
trwaja szkolne wakacje.

II1. Jezeli piana styka sie ze zwilzana powierzchnia, wtedy jej powierzchnie
i krawedzie sa prostopadtle do tej powierzchni.

W 1887 roku William Thomson (Lord Kelvin) opublikowal prace On the Division
of Space with Minimum Partition Area (W. Thomson, Phil. Mag. 5, 503 (1887);
W. Thomson, Mathematical and Physical Papers, Cambridge U.P. Cambridge
1911, t. 5, s. 297), w ktérej prébowal rozwiazaé zagadnienie podziatu przestrzeni
na komérki o jednakowej objetosci i zarazem o minimalnej powierzchni Scian.
Zagadnienie to nosi nazwe problemu Kelvina. Kelvin, rozwazajac jednakowe
komoérki, rzecz bardzo uproscit. Méwimy o pianie monodyspersyjnej

i polidyspersyjnej, w zaleznoéci od tego, czy wszystkie komérki maja jednakowa
objetosé, czy tez nie. Prawdziwa piana jest, oczywiscie, polidyspersyjna.
Thomson jako rozwiazanie problemu Kelvina zaproponowal komérke
(tetrakaidekaedr) o ksztalcie nazwanym potem czternasto$cianem Kelvina. Jest
to oSmioscian, od ktérego szesciu wierzchotkéw odcieto ostrostupy. W ten sposéb
powstalo szes¢ nowych $cian o ksztalcie kwadratu, natomiast z oSmiu Scian
pierwotnych pozostalo osiem $écian o ksztalcie szesciokata foremnego. A zatem
jest to bryla o czternastu $cianach. Aby spetni¢ warunek powierzchni minimalnej
i zarazem dobrze wypelnié¢ przestrzen, nalezy lekko zdeformowacé te bryle.
Kwadraty musza mieé zakrzywione boki, a sze$ciokaty musza mieé¢ zakrzywione
powierzchnie (choé o zerowej $redniej krzywiznie). Kelvin zbudowal duzy
druciany model nazwany materacowq sprezyng Kelvina, ktory przetrwal do dzi$
na uniwersytecie w Glasgow. Zajmujacy si¢ pianami irlandzki fizyk Denis Weaire
ten sposéb dzialania nazywa typowym dla Kelvina przyziemnym (down-to-earth)
podejsciem. Jest to doskonala ilustracja kelvinowskiej maniery sprowadzania
wszystkiego do mechanicznego modelu. Zdarzyto sie, ze Kelvin zalecit studentom
krystalografii, by zamoéwili u tokarza lub wytworcy drewnianych paciorkéw

do réozancéw tysigc drewnianych kulek o érednicy pot cala kazda.

Kelvin nie wspomnial ani stowem o jakiejkolwiek prébie zaobserwowania swojej
struktury w prawdziwej pianie. To wtasnie D’Arcy Wenthworth Thompson
docenil jego idee, ale nader lekkomyslnie uznal, ze praktyczna demonstracja racji
Kelvina jest rzecza trywialng. W 1940 roku amerykanski botanik Edwin Matzke
sprébowal to udowodnié¢ doswiadczalnie, tworzac (jesli to wlasciwe stowo)

za pomoca strzykawki tysiace jednakowych, duzych babelkéw ,idealnej” piany.
Zaiste, musial mie¢ anielska cierpliwo$é! Pomimo zZe nie znalazt ani jednej
komoérki Kelvina, nadal uwazano (zapewne przez szacunek dla upartego Szkota),
ze Kelvin znalazl najstabilniejsza posta¢ piany. Trzeba jednak dodaé, ze sens
do$wiadczenia Matzkego byl kwestionowany, poniewaz trwalo caly dzien,

a plynna piana — jak wiadomo — zyje krétko.

Piany to cos znacznie wiecej niz tylko zagmujgca, geometryczna trudnosé. Jest to
punkt wyjscia do ataku na rzeczywisty problem: piany zawierajq losowq mieszanine
bgbelkow o bardzo rézinych rozmiarach. Takie piany w obfitosci wystepujg w pubie,
w kuchni i w zakladach chemicznych. Sq one przedmiotem glebokiego zainteresowania
technologow zZywnosci: gdy piekq, warzg i usuwajg pienigcee sie ciecze. Jednak

te poZyteczne piany sq stabo rozumiane — po prostu brak jest teorii, ktéra dobrze
opisuje czubek pinty piwa czy piane w kieliszku szampana — powiada Weaire.

Przez ponad sto lat hipoteza Kelvina (zgodnie z ktéra jego tetrakaidekaedr daje
minimum energii powierzchniowej) pozostawata nieudowodniona. W 1993 roku
Denis Weaire i jego student Robert Phelan znalezli inng strukture, ktéra daje
lepsze rozwigzanie problemu Kelvina. Nie byta niczym nowym! Juz w 1775 roku
strukture Weaire’a—Phelana zauwazyl francuski hutnik i archeolog (ciekawy
zestaw!) Pierre Clément Grignon (1723-1784), opisujac typowy ksztalt ziarna
stali. Wykorzystuje ona dwa rodzaje komoérek o jednakowej objetosci. Jedna to
nieregularny dodekaedr (dwunastoscian) o pigciokatnych $cianach i tetrakaidekaedr
(czternastoscian) o dwéch szedciokatnych i dwunastu pieciokatnych $cianach,
tak jak w przypadku struktury Kelvina — zakrzywionych (oczywiscie o zerowej
krzywiznie $redniej). Komérka elementarna zawiera sze$é czternastodcianéw

i dwa dwunastosciany. Jest to rozwiazanie nieco korzystniejsze od rozwiazania
podanego przez Kelvina, brak jednak rozstrzygniecia, czy jest ono optymalne.
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W przypadku piany mokrej problem stabilnosci sprowadza sie do zagadnienia
najgestszego upakowania kul. Jest to takie samo upakowanie, jakiego uzywaja
sprzedawcy w sklepach z owocami, uktadajac piramide z pomaranczy.
Rozwiazanie takie zasugerowal w 1611 roku Kepler. Dowéd podal (wspomagajac
sie¢ komputerem) Thomas Hales dopiero w 1998 roku. Jeszcze w latach
osiemdziesiatych ubieglego stulecia stynny matematyk amerykanski John Milnor
mawial, ze to skandal, iz zagadnienie z odpowiedzia tak bardzo oczywista,
podana przez Keplera i przez Gaussa, nadal nie ma dowodu.

Ciektle piany sa tworem metatrwaltym. Stabilizuja ja, na przyktad, surfaktanty.
Woda mineralna zawiera zwykle znacznie wiecej gazu niz piwo, ale brak jej
surfaktantéw, z tego powodu nie tworzy piany. Na odwrot, piwna brzeczka tez
nie pieni sie, bo wprawdzie zawiera ona surfaktanty, ale brak jej jeszcze
dwutlenku wegla.

Istnieje kilka zjawisk o bardzo réznej naturze odpowiedzialnych za rozpad suchej
piany. Grawitacja powoduje drenaz, czyli odplyw cieczy do dolnych czesci
wielokomorkowej struktury. Cisnienie osmotyczne powoduje przeptyw substancji
w $ciance ku jej brzegom. Cisnienie Laplace’a (czyli réznica ci$nien wynikajaca
z dziatania sil napigcia powierzchniowego) wywoluje dyfuzje gazu przez Scianke
od malych do duzych pecherzy. Scianki moga pekaé w wyniku dzialania tak
zwanego ci$nienia rozszczepiajacego (disjoining pressure) we wnetrzu blonki.
Istnieja takze tak zwane procesy topologiczne prowadzace do zmiany liczby $cian.
To wszystko powoduje zmiany struktury piany, ktére moga by¢ zjawiskiem
lokalnym lub kolektywnym, a nawet przebiegajacym lawinowo. Ale, niestety,

nie zawsze wylania sie¢ Afrodyta. ..

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1471. Punkt D lezy na boku AB, a punkt E na boku AC tréjkata ABC,
przy czym prosta DE jest rownolegla do BC' i styczna do okregu wpisanego
w ABC. Udowodnié, ze 8DE < AB + BC + CA.

Rozwiazanie na str. 4

M 1472. Na przerwie n uczniéw siedzi w koétku. Nauczyciel stojacy w $rodku
wybiera jednego z nich, wrecza mu cukierek, po czym podazajac zgodnie

z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara, opuszcza kolejnego ucznia i wrecza
cukierek nastepnemu, opuszcza dwdch kolejnych ucznidéw, wrecza cukierek
nastepnemu itd. Udowodnié, ze jesli n jest potega dwdjki, to w koncu kazdy
uczen dostanie cukierka.

Rozwiazanie na str. 5

M 1473. Aga i Bartek graja w nastepujaca gre: Aga wymysla wielomian

o calkowitych, nieujemnych wspélczynnikach, po czym Bartek chce go odgadnaé,
zadajac pytania o P(x) dla x catkowitych. Ile pytan wystarczy zadaé, aby
Bartek odgadl wielomian?

Rozwiazanie na str. 12

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 889. Ile czasu trwaloby spadanie Ziemi na Stonce, gdyby nagle zatrzymany
zostal jej ruch orbitalny?
Rozwiazanie na str. 9

F 890. Oszacuj, ile wynosi praca potrzebna do napompowania opony roweru,
jesli pompowanie ma by¢ procesem izotermicznym. Przyjmij, ze zewnetrzna
$rednica opony wynosi D = 70 cm, szerokos$¢ opony to d = 3 cm, material opony
jest nierozciagliwy, a koficowe ciénienie w oponie to p = 6 - 105 Pa (wartosci
typowe dla roweréw turystycznych). Cidnienie zewnetrzne (atmosferyczne) jest
réwne po = 1-10° Pa, a temperatura wynosi T = 295 K.

Rozwiazanie na str. 13
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