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Rys. 4. QRS jest tréjkatem, bowiem
gdyby QR || RS, to takze PC || PA,
co jest niemozliwe.
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Zadanie 5 pochodzi z XII Olimpiady
Matematycznej.

Prosta Simsona Joanna JASZUNSKA

Twierdzenie o prostej Simsona brzmi nastepujaco:

(¥) Punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkgcie ABC wtedy i tylko wtedy, gdy jego
rzuty prostopadle na proste AB, BC, C A lezq na jednej prostej (nazywamy ja
prostg Simsona).

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1. Twierdzenie udowodnimy tylko
w przedstawionej tam sytuacji, pozostate przypadki uzasadnia si¢ podobnie.

Punkty P, D, B, F leza na jednym okregu w tej wtasnie kolejnosci, wiec

XPBD = ¥PFD. Analogicznie X PAE = X PFE. Punkt P lezy na okregu opisanym
na trojkacie ABC wtedy i tylko wtedy, gdy < PBC = < PAC, czyli gdy

XPFD = XPFFE, co z kolei rownowazne jest wspotliniowosci punktow D, E, F.

1. Proste k, I, m przecinaja sie w jednym punkcie O, a punkt P nie nalezy do zadnej
z nich. Punkty A, B, C sa rzutami prostokatnymi punktu P na proste k, [, m.
Udowodnij, ze rzuty prostokatne P na proste AB, BC, C'A sa wspoélliniowe.

2. W trojkacie ostrokatnym ABC punkty D i E sa spodkami wysoko$ci AD i BE.
Dwa boki prostokata DUEW sa zawarte w prostych AD i BC. Prosta UW przecina
bok AB w punkcie P. Wykaz, ze proste EP i AB sa prostopadie.

3. Trzy okregi maja wspélny punkt, a pozostate trzy punkty ich przecieé sa
wspolliniowe. Wykaz, ze §rodki okregéw oraz ich wspdlny punkt leza na jednym okregu.

4. Punkt E nalezy do boku BC' kwadratu ABC'D. Punkty P i @ sa rzutami
prostokatnymi odpowiednio punktéw E i B na proste BD i DE. Udowodnij, ze
punkty A, P, Q leza na jednej prostej.

5. Cztery proste przecinajace sig w szesciu punktach tworza cztery trojkaty.
Udowodnij, ze okregi opisane na tych trojkatach maja punkt wspdlny.

Rozwigzania

R1. Kazdy z punktéw A, B, C lezy na okregu o $rednicy PO (rys. 2), zatem punkt P
lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC' i teza wynika z twierdzenia (). O

R2. Punkt E nalezy do okregu opisanego na tréjkacie ABD, bowiem
XAEB = 90° = XADB (rys. 3). Stad na mocy twierdzenia (x) rzut punktu E
na prosta AB nalezy do prostej UW, a wiec jest nim punkt P.

R3. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 4. Punkty @ i R leza na symetralnej
odcinka PC, wiec rzutem punktu P na prosta QR jest srodek PC'. Podobnie dla
PA1i PB, wiec rzuty P na proste zawierajace boki trojkata QQ RS leza na jednej prostej
(réwnoleglej do AB, dwukrotnie blizej punktu P) i teza wynika z twierdzenia (x). O

R4. Niech F bedzie punktem przecigcia prostych AD i EP (rys. 5). Wéwczas
XDFE = 45°, gdyz pozostate dwa katy trojkata DF P maja 90° i 45°. Poniewaz
rowniez X DBE = 45°, punkty B, E, D, F leza na jednym okregu. Teza wynika
z twierdzenia () dla tréjkata DEF. O

R5. Niech X bedzie punktem przeciecia dwoch z danych prostych. Pozostate dwie
proste nie sa rownolegle, stad dwa trojkaty o wierzchotku X nie sg jednoktadne, wigc
opisane na nich okregi nie sa styczne w X i maja drugi punkt wspdlny Y.

Na mocy dwukrotnie zastosowanego twierdzenia (x), rzuty punktu Y na wszystkie
dane proste sa wspétliniowe. Znéw na mocy twierdzenia (x), punkt Y nalezy wéwczas
takze do pozostalych dwoch z danych okregéw. [

Zadania domowe

6. Niech ABC DF bedzie wypuklym pieciokatem wpisanym w po6tkole o srednicy AB.
Punkty P, @, R, S to rzuty punktu D odpowiednio na proste AC, BC, AE, BE.
Udowodnij, ze proste AB, PQ i RS przecinaja si¢ w jednym punkcie.

7. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag i X ABC = 90°. Punkty P i @ sa rzutami
prostokatnymi punktu B odpowiednio na proste AC' i AD. Wykaz, ze prosta PQ
przechodzi przez $rodek odcinka BD.
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