Informatyczny kacik olimpijski (86): Sie¢ Swiattlowodowa

Tym razem oméwimy zadanie Fiber-optic Network, ktoére pojawilo si¢ na
zesztorocznych zawodach ACM-ICPC Asia Mudanjiang Regional Contest.
W zadaniu tym mamy dane drzewo o n wierzchotkach, a dla kazdego
wierzcholka v zadane liczby naturalne 1 < L, < R, < M (ograniczenia to n < 50,
v [2,3] M < 50000). Dobrym przyporzedkowaniem bedziemy nazywaé
e przyporzadkowanie kazdemu wierzchotkowi v liczby caltkowitej
z odpowiadajacego mu przedziatu [L,, R,] w taki sposéb, aby liczby
e [1,3] przyporzadkowane wierzchotkom potaczonym krawedzia byly wzglednie pierwsze.
/ Dla przejrzystosci oznaczmy, ze dla danego przyporzadkowania f liczba
przypisana wierzchotkowi v to f(v). W zadaniu prosza nas, aby dla kazdego
wierzchotka obliczy¢ sume liczb przyporzadkowanych mu we wszystkich dobrych
Dla f(v2) =1 liczby w pozostalych przyporzadkowaniach. Wyniki nalezy poda¢ modulo 10° + 7, zatem wszystkie
trzech wierzchotkach mozemy wybraé dzialania bedzi k / dulo ta liczb
dowolnie, co daje 6 prayporzadkowar zialania bedziemy wykonywaé¢ modulo ta liczba.
j(j(ﬁ’)lf)fz’%gr/zﬁac)aklzifafi(evgz)27’??’ " s Chwila my$lenia i odrobina algorytmicznego rozsadku doprowadzaja nas
f(v2) =3 dwa (2,3,7,4/5). Odpowiedzi  do wniosku, ze w zadaniu nie ma na tyle ,regularnosci” (cokolwiek by to
dla kolejnych wierzchotkéw to 22, 14, . . e . e . .
63 i 44, znaczylo), aby dalo sie rozwiazaé je inaczej niz poprzez wyznaczenie dla kazdego
wierzchotka v oraz kazdej mozliwej wartosci k, dla ilu dobrych przyporzadkowan

zachodzi f(v) = k. To wladnie bedzie naszym celem.
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Jak mozna sie spodziewaé, zapewne sporo nam pomoze, jezeli najpierw ukorzenimy
nasze drzewo (w dowolnym wierzchotku). Rozwiazanie bedzie bazowalo

na programowaniu dynamicznym. Oznaczymy przez T, poddrzewo ukorzenione
w wierzchotku v, a przez dp[v][k] liczbe dobrych przyporzadkowan, dla ktérych
zachodzi f(v) = k, gdy ograniczymy sie jedynie do wierzcholkéw z poddrzewa T,,.
Niewatpliwie dla v bedacych 1i§émi zachodzi dp[v][k] = 1, gdy L, < k < Ry,

i dp[v][k] = 0 dla pozostalych wartosci k. Zaldzmy teraz, ze chcemy wyznaczyé
odpowiedz dla wierzchotka v, ktory ma s synéw w1, ..., us i mamy juz wyznaczone
tablice dpluq], ..., dplus]. Liczba dobrych przyporzadkowan dla poddrzewa T,
spelniajacych f(v) = k to iloczyn liczb dobrych przyporzadkowan dla

poddrzew T,,,, dla ktérych nwd(f(u;), k) = 1. Zatem jedli wprowadzimy oznaczenie

P[] :== ) dplu]lj]
nwd(k,j)=1
(zauwazmy, ze tak zapisana suma jest dobrze okreslona, gdyz tylko skonczona
liczba skladnikéw jest niezerowa), to dostaniemy wzor

(1) dp[v][k] = Plua][k] - ... - Plug][k].

Mogliby$my po prostu przeiterowaé¢ po wszystkich mozliwych wartosciach k
przyporzadkowanych kazdemu wierzchotkowi u;, ale wtedy otrzymaliby$my
rozwigzanie co najmniej kwadratowe w zaleznosci od M, co byloby zdecydowanie
zbyt wolne. Dlatego stajemy przed kluczowym problemem szybkiego
wyznaczenia P[u][k] dla ustalonego syna u. Skoro mowa o wzglednej pierwszosci,
to z pewnoscia warto poznaé zbiér (réznych) dzielnikéw pierwszych liczby k;
niech beda to liczby p1, ..., pm. Liczby wzglednie pierwsze z k to wszystkie liczby
poza tymi, ktére sa podzielne przez ktorakolwiek z liczb py,...,p,. Dlam =1
mamy Plul[k] =}, dplu][j] — >, |; dplu][j], co umozliwia szybkie obliczenie

zadanej wartosci, o ile znalibySmy wezesniej >° i dplu][j]. Zycie nie jest jednak
takie proste i w ogélnym przypadku nie mozemy po prostu odja¢ >, . dplu][j]
dlai=1,...,m, gdyz wiele ze sktadnikéw postaci dp[u][j] odjeliby$my

m wigcej niz raz (konkretnie tyle razy, ile j ma dzielnikéw wérdd liczb py, ..., pm).

Rozwigzanie zadania M 1473. Jedli wprowadzimy oznaczenia w(A) := ) . , dp[u][a] oraz A; na zbiér liczb
Odpowiedz. Wystarcza dwa pytania. podzielnych przez liczb@ [, to dostaniemy zaleznosé

Niech wielomian, ktéry wymyslita Aga,

to bedzie P(z) = anz™ + ...+ ao. (2) E dp Apl U...uU Apm)'

Najpierw Bartek pyta o P(1). Zauwazmy,

ze wéwcezas a; < P(1) dla kazdego 1. . /
Niech b = P(1) + 1. Pytajac o P(b) Na ratunek w obliczeniu (2) przychodz1 nam zasada wigczen i wylgczen,

i zapisujac te liczbe w systemie P S c. AP
o podstawie b, Bartek otrzyma liczbe a wlasciwie J€) minimalne uogolnlenle

and” + ...+ a0 = (an...ao) w(Ap, U UA, )= > > (D) w4, N nA4,,).

o cyfrach an,,..., ap, czyli odgadnie P. 1<ISm i1 <...<iy
SIS
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Przyktadowo, jezeli chcemy obliczyé
liczby, ktére nie sa wzglednie pierwsze

z 2-3 -5 =30, to musimy doda¢ liczby
podzielne przez 2, przez 3, przez 5, odjaé
liczby podzielne przez 2 -3 = 6, przez
2.5 =10, przez 3-5 =15 i dodaé liczby
podzielne przez 2 -3 -5 = 30. Warto tez
zauwazy¢, ze potegi, w ktérych dane
liczby pierwsze dziela k, nie maja
zadnego znaczenia — liczby wzglednie
pierwsze z 2 -3 -5 to te same liczby, co
liczby wzglednie pierwsze z 22.3.5.

Rozwigzanie zadania F 890.
Poczatkowe cisnienie w oponie jest
réwne po, a wigc musimy do niej
wtloczyé dodatkowo
_ (p—po)V
RT

moli powietrza, gdzie V jest objetoscia

opony
2 2
(D —d/2)d
V=_ - T7
2
Te n moli powietrza w temperaturze T’
pod cisnieniem po zajmowalo objetos$c
nRT
Vo = .
pPo
Sprezajac izotermicznie n moli gazu

od objetosci Vp do V, wykonujemy prace

, Vo
W = nRT In v )

Ostatecznie otrzymujemy

W =(p—po)Vin < p—Po ) .
Po
Po podstawieniu danych liczbowych
mamy W & 2450 J, czyli mniej niz
potrzeba do podgrzania 1 litra wody
o 1 stopien.

Pomimo przerazajacego wygladu wzér ten jest catkiem prosty, ale jezeli ktos
nie spotkal sie z nim wczesniej, warto sie zatrzymac i pokontemplowaé go przez
chwile, np. przekonujac sie o jego poprawnosci dla m = 2,3. (Oczywiscie,

w ogélnej wersji wzoru nie ma znaczenia, czym sg konkretnie zbiory A,,

i pozostaje on prawdziwy dla dowolnych zbioréw.)

Zatem kolejna rzecza, ktorg musimy zbadac, sa zbiory postaci Ay, N...N Ay, .
Wiszystkie liczby pi,, ..., p;, sa pierwsze, wiec jezeli pewna liczba ma by¢
podzielna przez wszystkie z nich, to musi by¢ podzielna przez ich iloczyn
(stwierdzenie odwrotne oczywiscie tez jest prawdziwe), co prowadzi nas

do zaleznosci Ay, N...N A, = Ap, ..p, - Dzigki niej wzér (2) mozemy wyrazi¢
nastepujaco:

(3) P[U][k]:ZdP[U]UH Yo > (=1 dplul).

1<ISm i1<...<4
Piy - PiylJ
Widaé, ze wielokrotnie spotykamy sie tutaj z podobnymi sumami sktadnikow
dplul[j], zatem wprowadzajac oznaczenie Sluli] := >, ; dp[u][j], mozemy
przepisaé¢ wzor (3) w troche milszej postaci:

(4) Pl =S+ S 3D (<1)! Slullpi, il
1<ISm i1 <. <d

Zauwazmy, ze jezeli mamy tablice dp[u], to jesteSmy w stanie relatywnie szybko

wyznaczy¢ tablice S[u]. A konkretnie, aby obliczy¢ S[u][i], potrzebujemy

wysumowac % sktadnikéw. Zatem wykonanie tego dla i = 1,..., M bedzie mialo

zlozonosé czasowa O(M(1+ 4+ 4+ ...+ 1)) = O(Mlog M).

Zastandéwmy sie teraz, jaka zlozono$é ma wyznaczanie Plu][k] za pomoca

wzoru (4). Zauwazmy, ze wystepuja w nim jedynie sktadniki postaci S[u][i], gdzie
1 jest pewnym dzielnikiem k. Ponadto nie wszystkie dzielniki uwzgledniamy
(tylko takie niepodzielne przez kwadraty liczb pierwszych), ale ta obserwacja

nie jest nam potrzebna, aby uzyskaé sensowne oszacowanie. Zatem, aby
wyznaczy¢ wartosci Plu][k] dla k =1,..., M, musimy wysumowa¢ co najwyzej
tyle skladnikdw, ile jest tacznie dzielnikéw liczb 1,..., M, ale ich liczba jest
réwniez rzedu O(M log M). Aby szybko sie dostaé¢ do tych skladnikéw, warto

na samym poczatku programu dla kazdej liczby od 1 do M spamigtaé jej
bezkwadratowe dzielniki.

Podsumowujac, majac tablice dp[u;] dla wszystkich synéw wierzchotka v, mozemy
w czasie O(sM log M) kolejno wyznaczy¢ tablice S[u;] i Plu;], co pozwoli nam
skorzystaé ze wzoru (1) do wyznaczenia dp[v]. Zatem w sumarycznym czasie
O(nM log M) mozemy ta metoda wyznaczy¢ odpowiedZ dla korzenia drzewa.
Uruchamiajac powyzszy algorytm dla kazdej mozliwosci wyboru korzenia,
mozemy rozwiazaé¢ zadanie w czasie O(n?M log M). Jednak autoréw zadania taka
zlozono$¢ nie satysfakcjonuje 1 wymagane jest rozwigzanie O(nM log M).

Pomyst pozwalajacy oblicza¢ nam kompletne informacje dla wszystkich
wierzchotkéw drzewa (a nie tylko te uwzgledniajace wierzchotki
z odpowiadajacych im poddrzew), polega na spychaniu informacji z korzenia
w doél, przesylajac informacje z ,naddrzewa”. Niech v bedzie pewnym
wierzchotkiem, a w jego ojcem w drzewie. Pamietamy, ze tablica dp jest
iloczynem odpowiednich wartoéci tablic P dla sasiadéw w poddrzewie, dlatego
jezeli mamy kompletna tablice dp[w], to aby obliczy¢ wklad naddrzewa v
o korzeniu w wierzchotku w, powinni§my podzielié wartodci z tablicy dp[w] przez
odpowiadajace wartosci z tablicy P[v], przeliczy¢ jeszcze raz wartosci tablic
S[w] i Plw] na podstawie nowych wartosci dp[w] (tablice te teraz lekko zmieniaja
swoje znaczenie, gdyz zmieniamy zbior sasiadow, ktérzy sa uwzgledniani w ich
liczeniu), co pozwala nam wyliczy¢ kompletna tablice dp[v] (tzn. taka, w ktérej
uwzgledniony jest tez ojciec). Aby wyznaczy¢ kompletne dp[v] na podstawie
informacji z ojca, potrzebujemy wykonaé stalg liczbe przeliczen tablic, z ktérych
kazde odbywa sie w czasie O(M log M), co daje algorytm o sumarycznej
ztozonosci O(nM log M).

Wojciech NADARA
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