Twierdzenie o powracaniu i pewne zagadki
nieré6wnowagowej mechaniki statystycznej (II)

W poprzednim odcinku sformutowalismy

twierdzenie Poincarégo o powracaniu.

Niech przeksztalcenie T : X — X
zachowuje probabilistyczng miare p.
Wtedy dla kazdego zbioru A o mierze
p(A) > 0 prawie kazdy punkt zg € A
powraca do A, tzn. dla pewnego n > 0
zachodzi T" (zg) € A.

Miara p na zbiorze X jest funkcja
okreslong dla jego podzbioréw
i spelniajaca wlasnosci

a) p(2) =0,
b) dla A C B zachodzi
w(B\ A) = u(B) — p(A),
c) jesli Ay, Ao, ... sa parami rozlaczne,

to pu(|JA:) =D u(A:).

Miare¢ nazywamy probabilistyczng, jesli
w(X) =1.

Przeksztalclcenie T zachowuje miare,
jesli u(T~(A)) = p(A).
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Twierdzenie Poincarégo o powracaniu, oméwione w pierwszej czedci artykutu,
wywolywalo (i najwidoczniej nadal wywotuje) dyskusje natury filozoficznej. Sa one
najczesciej zwiazane z probami jego zastosowania do uktadow zlozonych z duzej
liczby czastek. Teraz sprobujemy oméwié niektére kontrowersje i zaproponowaé ich
wyjasnienia.

Do tej pory zajmowaliSmy sie pojedynczym przeksztalceniem zachowujacym miare.
W wielu zastosowaniach fizycznych mamy tymczasem do czynienia z ciagla —

a nie skokows — ewolucja pewnego uktadu opisywanego ukladem réwnan
rézniczkowych. Sprowadzimy wszakze takie zagadnienia do tych opisywanych
poprzednio, biorac pewien dowolny, acz ustalony krok czasowy ewolucji uktadu

i przyjmujac za T przeksztalcenie stanu uktadu w chwili poczatkowej do stanu uktadu
w chwili zwiekszonej o tenze krok czasowy.

Rozwazmy gaz ztozony z N klasycznych czastek znajdujacych sie w pewnym obszarze

£2 C R? (zbiorniku ograniczonym écianami). Na mocy II zasady dynamiki Newtona

ewolucja takiego ukladu opisywana jest uktadem réwnan rézniczkowych drugiego

rzedu (we wzorze F' = ma wielko$¢ a jest przyspieszeniem, a wigc druga pochodna

polozenia wzgledem czasu), do opisu stanu ukladu potrzebne sa zatem polozenia

i predkodci tworzacych go czastek. Polozenia sg ograniczone do obszaru (2, predkosci

nie sg za$ ograniczone; mozemy powiedzie¢, ze zbior X mozliwych stanéw ukladu
XI{(fl,‘. .,17N);fiG.QorazﬁiER‘o’dlaz’:l,‘.‘,N}

jest podzbiorem 6 N-wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Zakladamy, ze czastki

oddziatuja sitami, dla ktorych mozna okredli¢ energie potencjalng zalezng tylko

od odlegtosci miedzy czastkami, oraz ze przy zderzeniach ze $ciankami kat odbicia jest
rowny katowi padania. Zachodzi wéwczas

G IN,UL,y .

Twierdzenie Liouville’a. 6 N-wymiarowa miara Lebesgue’a jest
niezmiennicza dla przeksztalcenia T przy dowolnym kroku czasowym.

Niestety, nawet jesli czastki sa zamkniete w zbiorniku, ich predkosci moga by¢
dowolne, a wiec miara Lebesgue’a (objeto$é) obszaru mozliwych stanéw rozwazanego
uktadu jest nieskonczona. Oznacza to, ze opisana powyzej miara nie jest
probabilistyczna. Czy zatem twierdzenie Poincarégo o powrocie nie stosuje si¢

do gazu w zbiorniku?

Aby rozwiaé te watpliwoéé, spojrzymy teraz na nasz uktad okiem fizyka. Skoro
mozemy okresli¢ energie potencjalna oddzialywania czastek, a zderzenia czastek

ze $ciankami zbiornika sa sprezyste, to zachowana jest calkowita energia F uktadu
czastek. Energia ta jest suma energii kinetycznych T; = %mivf poszczegdlnych czastek
o masach m; oraz calkowitej energii potencjalnej. Rozsadnie jest przyjaé, ze ta ostatnia
jest ograniczona od dotu, co wobec staloéci F oznacza, ze predkosci sa wtedy jednak
ograniczone. Gdybysmy zatem potrafili natozy¢ jaki$ warunek ograniczajacy F,
mogliby$my unormowac¢ miare Lebesgue’a w przestrzeni stanéw uktadu i zrobi¢ z niej
miare probabilistyczng. Fizycy stosuja czesto dwa proste sposoby:

1) zakladaja, ze E € [Emin, Emax), I méwia o tzw. zespole mikrokanonicznym,

2) kazdemu punktowi przestrzeni stanéw przyporzadkowuja ,wage” e_%, gdzie
T jest temperatura, k zas stala Boltzmanna, i méwia o tzw. zespole kanonicznym;
wagi punktéw o duzych predkosciach, a wiec i wysokich energiach sa wéwczas
znikomo mate. Czytelnicy umiejacy catkowaé zorientuja sie od razu, ze ta
procedura ma sens, pozostali — musza uwierzy¢ na stowo.

Skoro jednak mozna dla rozwazanego gazu zdefiniowaé¢ miarg¢ probabilistyczna
zachowywang podczas ewolucji czasowej, to do uktadu tego powinno si¢ stosowaé
twierdzenie Poincarégo o powrocie. Jak to pogodzi¢ z faktem, ze nie obserwuje sie
samorzutnego gromadzenia sie gazu w jednej poléwce zbiornika (oraz, w nieco bardziej
zlozonych ukladach, samorzutnego odstadzania si¢ raz postodzonej herbaty itp.)?

Wyjaénienia powyzszego ,paradoksu” nalezy upatrywaé w fakcie, ze twierdzenie
Poincarégo o powrocie ma charakter jakosciowy, a nie iloSciowy. Nic nie méwi sie
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Rys. 1. W lewej polowie zbiornika w chwili poczatkowej
znajduje si¢ 30 czastek o predkosciach opisanych rozkiadem
Maxwella i losowych polozeniach. Czastka trafiajaca na
$cianke zbiornika pojawia si¢ z ta samg predkoscia przy
$ciance przeciwnej. Po 43 krokach ewolucji ukladu cztery
wyroéznione na poczatku kolorem czastki znowu znajduja sie
w lewej polowie zbiornika (przy szacowanej liczbie

24 krokéw do tego potrzebnych). Histori¢ czastek nalezy
czyta¢ wierszami.

W nim o czasie powrotu. Sprébujmy zastanowi¢ sie, jak oszacowaé
ten czas. Przyjmijmy w tym celu, ze spelnione sg zalozenia
twierdzenia Poincarégo i rozwazmy pewien zbiér A o dodatniej
mierze. Dla xz € A zdefiniujmy wielkosé

ka(z) =min{n > 1:T"(x) € A}
oraz przyjmijmy, ze ka(x) = oo, gdy T"(z) ¢ A dla kazdego n.
Wielko$é k4 (x) jest czasem pierwszego powrotu obrazu punktu x
do zbioru A; za jej pomoca teze twierdzenia Poincarégo
o powracaniu mozemy sformulowaé nastepujaco: ka(z) < oo dla
prawie wszystkich punktéw ze zbioru A. Zachodzi wéwcezas

Lemat Kaca. Iloczyn Sredniej wartosci wielkosci ko (x)
na zbiorze A oraz miary zbioru A jest réwny

p(UT);
n>1
w szezegolnosci, gdy przeksztatcenie T ma wilasnosé
ergodycznosci, iloczyn 6w jest réwny 1.

Innymi stowy, im mniejsza miara zbioru A, tym wieksza Srednia
liczba krokéw (a wiec i Sredni czas) do pierwszego powrotu

do zbioru A. O jakich liczbach krokéw moéwimy w przypadku
ukladéw takich jak rozwazany zbiornik z gazem? Warunek
znajdowania si¢ czastki w okre$lonej potéwce zbiornika zmniejsza
dwukrotnie miare zbioru mozliwych potozen tej czastki. Jedli czastek
jest N, skupienie sie tych czastek w okreslonej poléwce zbiornika
zmniejsza miare zbioru mozliwych potozen tych czastek

o czynnik 1/ 2N Dla N = 30 otrzymujemy oszacowanie rzedu
miliarda krokéw; dla makroskopowych ilosci gazu, tj. dla IV rzedu
liczby Avogadra N = 6,02 - 10?3, oczekiwany czas powrotu

do wyjsciowej poltéwki naczynia jest superastronomiczny. I nawet
fakt, ze ewolucja czasowa gazu w zbiorniku nie jest ergodyczna
(zachowana jest energia, a wiec orbity odpowiadajace stanom
uktadu o réznych energiach ewoluuja ,niezaleznie”), nie jest w stanie
znaczaco ostabi¢ tego wniosku.

Jezeli oddzialywania miedzy czastkami gazu w zbiorniku maja
bardzo krotki zasieg, mozna uznaé te czastki za swobodne. Wowczas
catkowita energia ukladu jest suma energii kinetycznych
poszczegdlnych czastek, E = Zf\;l %mivf, i opisujacy
prawdopodobienstwo czynnik wykladniczy, wystepujacy w definicji
rozktadu kanonicznego, mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu takich
czynnikéw dla pojedynczych czastek. Przy opisie rozrzedzonych
gazow wygodnie jest przejs¢ od prawdopodobienstwa do liczby
czastek — wprowadza sie w tym celu funkcje rozkladu f(v,t), taka ze
flv, t)A3z A3y jest uéredniong liczba czastek, jakie w chwili ¢
znajduja sie w otoczeniu polozenia Z o objetoéci A%z, a ich
predkoéci znajduja sie w otoczeniu predkoéci @ o objetoéci Adwv.
Objetosci A3z oraz A3v powinny byé male, ale nie za male, gdyz
chcielibyémy, aby liczby f(v,t)A3z A3v byty duze. Zmiana liczby
czastek o okreslonej predkoéci w przyblizeniu réwnej ' moze
nastapi¢ na dwa sposoby. Czastka o takiej predkosci moze

oddzialaé¢ z inng, o predkosci 7', a po oddzialywaniu czastek ich
predkosci beda rézne od wyjsciowych, bedziemy zatem mieé

do czynienia ze zmniejszeniem liczby odpowiednich czastek.

7 drugiej strony, w wyniku oddzialtywania czastek o zupelnie

innych poczatkowych predkosciach w; i @y jedna z czastek moze
uzyskaé predkoé¢ w przyblizeniu rowna v, a zatem liczba
odpowiednich czastek sie zwiekszy. Oznacza to, ze aby obliczy¢
zmiane funkcji f w jednostce czasu, nalezy dla kazdej odpowiedniej
konfiguracji predkosci wyznaczy¢ wartoéé¢ odpowiedniej réznicy
iloczynéw f(uq,t)f(usa,t) — f(v,t)f(v',t), pomnozyé przez
prawdopodobienstwo oddziatywania (fizycy nazywaja je przekrojem
czynnym) i w jakis sposob dodaé¢ uzyskane wyniki. Odpowiednie
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Rys. 2. Przyklad pierscienia Kaca
o 5 ciatach i dwéch znacznikach oraz
kolejne kroki jego ewolucji.

O pierscieniu Kaca pisal w Delcie
nr 3/2004 Krzysztof Rejmer.

réwnanie realizujace te idee nosi nazwe réwnania kinetycznego Boltzmanna. W calym
naszkicowanym tu rozumowaniu ukryte jest istotne

zalozenie o molekularnym chaosie: usredniona liczba par czastek

o potozeniach w otoczeniu potozenia & (o objetosci A%x) i o predkoéciach

lezacych w otoczeniach predkosci @ i 72 (0 objetoéciach A%v) jest réwna
fo, ) A3z A3vf(vg, 1) A3z A,

Jezeli zdefiniowaé za Boltzmannem funkcje H (t) jako sume wyrazen f(v,t)In f(v,t)
dla wszystkich mozliwych konfiguracji predkosci, mozna udowodnié

Twierdzenie H Boltzmanna. Funkcja H(t) jest nierosngca.

Poniewaz funkcja H () jest réwna minus entropii ukladu, otrzymujemy uzasadnienie
IT zasady termodynamiki, orzekajacej, ze entropia nie maleje (a w przypadku
przemian odwracalnych pozostaje stala). Co wiecej, z twierdzenia H oraz z réwnania
kinetycznego Boltzmanna wynika, ze dla ¢ — oo funkcja rozkladu powinna dazyé

do rownowagowego rozkladu Maxwella:

folw) = Neme=”
gdzie N, a oraz vg sg pewnymi statymi.

Wydaje sig, ze uzyskany wynik jest paradoksalny. Z jednej strony, wyrdznia on pewien
kierunek czasu, z drugiej — oddzialywania wszystkich czastek uktadu opisywane sg

IT zasada dynamiki Newtona, ktéra nie zmienia swej postaci po odwrédceniu kierunku
uplywu czasu (paradoks Loschmidta). Nie jest tez jasne, jak — w my$l twierdzenia
Poincarégo o powrocie — uktad ma powrdci¢ w poblize stanu wyjsciowego, skoro
wartos$é funkcji H (t) nie rosnie podczas ewolucji (paradoks Zermela). Jak to wyjasnié?
Nie jest to bardzo trudne, cho¢ porzadne uzasadnienie tego argumentu odwotuje sie
do uniwersyteckiego kursu analizy. Omawiajac funkcje rozktadu, podkreslalismy, ze
liczby f(v,t)A3z A3y powinny byé duze. Tymczasem nie ma zadnej gwarancji, ze
rozwazenie najpierw granicy duzej liczby czastek, a potem granicy dlugich czaséow da
te samg wartos¢, co uwzglednienie tych granic w odwrotnej kolejnosci.

Aby lepiej zrozumieé ten argument, przyjrzyjmy sie prostemu modelowi mechaniki
statystycznej, zwanemu pierscieniem Kaca. Na okregu umieszczamy N cial,

a miedzy nimi pewna liczbe znacznikéw. Kazde z cial moze wystepowa¢ w dwoch
stanach — czarnym i bialym. W kazdym kroku czasowym ciata przesuwaja sie

na sasiednie miejsca; jezeli ciato przechodzi kolo znacznika, to zmienia kolor. Przyktad
takiej ewolucji z N = 5 i dwoma znacznikami przedstawiony jest na rysunku 2.

Po 2N krokach czasowych kazde z cial ukladu przejdzie dwukrotnie koto kazdego
ze znacznikow, dwukrotnie zmieniajac przy tym swoéj kolor, a wiec uktad powrdci
do stanu wyjséciowego. Sprébujmy teraz zanalizowaé pierécien Kaca d la Boltzmann.
W tym celu zalézmy, ze znacznikéw jest bardzo duzo — wowcezas $redni stosunek liczby
cial biatych, stojacych tuz przed znacznikiem, do liczby wszystkich cial biatych jest
réwna odpowiedniemu stosunkowi dla ciat czarnych oraz stosunkowi liczby znacznikow
do liczby wszystkich cial ukladu. Oznaczmy ten stosunek przez . Zmiana liczby ciat
bialtych B(n) w danym kroku ewolucji jest réwna réznicy liczby ¢(n) cial czarnych
znajdujacych sie tuz przed znacznikiem i liczby b(n) cial biatych stojacych tuz przed
znacznikiem; zmiana liczby C(n) cial czarnych dana jest liczba przeciwna. Mozemy
wéwcezas oszacowad, jak zmienia sie réznica liczby cial biatych i czarnych:
B(n+1)—=C(n+1)=B(n)—C(n)+2c(n) —2b(n) = (1 —2X\)(B(n) — C(n)).
Oznacza to, ze tak oszacowane liczby B(n) — C(n) tworza ciag geometryczny
o module ilorazu mniejszym od 1. Po dostatecznie dlugim czasie powinnismy zatem
obserwowa¢é réwne liczby cial biatych i czarnych. Wniosek ten stoi w jaskrawej
sprzecznosci ze stwierdzeniem w pierwszym zdaniu tego akapitu.

Nietrudno wykry¢, gdzie kryje si¢ réznica miedzy podanymi dwoma sposobami analizy
pierscienia Kaca. Rozumowanie ¢ la Boltzmann wykorzystywalo pojecie wartosci
Sredniej, a wigc ,usredniato” po réznych realizacjach naszego modelu. Odpowiada to
wzieciu w pierwszej kolejnosci granicy N — 00, a nastepnie rozwazaniu, jak ukltad
ewoluuje w dlugiej perspektywie czasowej. Analiza bezposrednia nie zakladala

N — o0, co pozwolito stwierdzi¢ okresowa ewolucje liczby B(n) — C(n).

Rozmyslajac o matematycznych modelach rzeczywistosci, dobrze jest wiec
zastanawiaé sie takze nad ich zalozeniami.
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