Okazuje sig, ze jesli na poczatku w urnie
znajdowato si¢ b kul bialych i ¢ czarnych,
to zmienna @ ma rozklad beta

o parametrach b i c. W szczegdlnosci dla
b=c=1 (i tylko w tym przypadku) jest
to rozklad jednostajny na [0, 1], o czym
przyjemnie jest sie przekonad,
przeprowadzajac komputerowg symulacje
opisanego procesu. Ponizej znajduje si¢
histogram 10000 wartosci $redniej liczby
sukceséw w 1000 poczatkowych rundach.
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wykazaé, ze otrzymywane wyniki tworza, ciag zmiennych wymienialnych. Aby sie
o tym przekonaé¢, wystarczy w tym przypadku stwierdzi¢, ze zamiana ostatnich
dwdéch wynikéw w dowolnym ciggu poczatkowych rezultatow nie zmieni nam
prawdopodobienstwa jego uzyskania pod warunkiem wcze$niejszych wynikéw.
Niech zatem X1 = z1, X5 = 23, ..., X,, = z, bedzie ciagiem n pierwszych
wynikéw. Jesli x,,_1 = x,, postulowana réwnos¢ jest oczywista. Bez straty
ogoélnosci przyjmijmy zatem x,_1 =1 =1— z, i wowczas otrzymamy

]P(Xn—l = ‘rn—l,Xn = Tn | Xl =1, ,Xn—2 = In—Q) =

14,0 1 248, 2\ (m—1-s5,1)(14+5,2)
N n n+1 N nin+1) B
- (1 1+Sn72 1+sn72 o
N n n+1

= P(Xn—l = .fEn,Xn = Tnp—-1 |X1 =T1,--- ,Xn_g = ZIIn_Q).
Zgodnie z naszymi wczesniejszymi obserwacjami oznacza to ich niezaleznosé
i ten sam rozklad pod warunkiem znajomosci (istniejacej) granicy
© =lim) | X;/n — gdyby tajemniczy cudzoziemiec zdradzil nam jej wartos¢ 6, to
szanse na sukces w kazdej kolejnej rundzie ocenialibyémy wlasnie na 6. Wydaje sie
to dosy¢ zaskakujace, zwlaszcza jesli przeprowadzimy podobne rozumowanie przy
zalozeniu, ze poczatkowo w urnie znajdowaly sie jedna kula biala i 100 czarnych
oraz dostaliSmy informacje @ = 0,999 — cho¢ serce drzatoby z trwogi, zimna
kalkulacja nakazywalaby juz w pierwszej rundzie stawia¢ na szali zwyciestwa
wszystkie nasze oszczednosci, dom, psa i ubranie, gdyz szansa na sukces i tak
wynositaby 99,9%! Caly sekret tkwi w fakcie, ze pozornie duze prawdopodobienstwo
porazki w pierwszym losowaniu jest ,pozerane” przez informacje o tak duzej
(lecz réwniez tak mato prawdopodobnej) wartosci ©. Przy naszych zalozeniach
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze © jest nie mniejsze od 0,999, jest rzedu. .. 107297,
Nie trzeba wielkiej przenikliwo$ci umystu, by stwierdzié¢, ze w tej sytuacji
nasz cudzoziemiec z pewnoscia nie jest zadnym Buthakowowskim Wolandem,
a jedynie zwyklym hochsztaplerem. No, moze nie z pewnoscig, a prawdopodobnie,
wiec moze na wszelki wypadek uwazajmy na plamy rozlanego oleju. . .

Matematyka jest jedna:
wielomiany moga wszystko

Tomasz KOBOS™

Jednomiany postaci f(z) = z” sa jednymi z pierwszych funkcji rzeczywistych,

z ktérymi mamy do czynienia w naszym matematycznym zyciu. Odrobine
pozniej poznajemy ich kombinacje o wspolczynnikach rzeczywistych, czyli
tytulowe wielomiany. Jest wiec to pojecie elementarne, ktére powinno by¢
doskonale znane kazdemu maturzyscie. Tym bardziej moze zadziwiaé, jak czesto
wielomiany i ich podstawowe wlasnosci stanowia klucz do wielu trudnych
probleméw, ktére na pozor nic z wielomianami wspoélnego nie maja.
Zaprezentujemy to na przyktadach z algebry, teorii liczb i kombinatoryki.

Zadanie 1. Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze

a+b+c+d>0, ab+ac+ad+bc+bd+cd >0,

abc + abd + acd + bed > 0,  abed > 0.
Wykazaé, ze a > 0,b>0,¢c>0,d > 0.
Rozwigzanie. Czytelnik do$wiadczony w dziedzinie rozwiazywania probleméw
olimpijskich z cala pewnoécia natychmiast skojarzy dany warunek ze wzorami
Viete’a. Jest to istotnie dobry trop. Rozwazmy bowiem wielomian P(x), ktérego
pierwiastkami sa liczby a, b, ¢, d, czyli
P(z) = (z —a)(z —b)(z — c)(x — d) = 2* — pa® + q2® —rz + 5.

Z danych zalozen i wspomnianych wzoréw Viete’a wynika bezposrednio, ze
D,q,7,s > 0. Jezeli wiec x < 0, to oczywiscie P(z) > 0. Widzimy zatem, ze zaden
z pierwiastkéw P nie moze by¢ liczba ujemna, co konczy rozwiazanie.

13



@

Rozwigzanie zadania M 1468.
Rozwazmy jednoktadnos$¢ o $rodku
w punkcie P, przeprowadzajaca mniejszy
okrag na wigkszy.
l
K/

Obrazem prostej LM jest prosta ¢,
réwnolegta do LM i styczna

do wigkszego okregu w pewnym

punkcie K’ (obrazie punktu K). Punkty
P, K, K' sa wspélliniowe. Poniewaz

£ || LM, punkty L i M sg symetryczne
wzgledem $rednicy wigkszego okregu
przechodzacej przez K’ i zachodzi
réwnoéé K'M = K'L, wiec

XMPK' = xK'PL.

Twierdzenie o pierwiastku wymiernym
glosi, ze jezeli liczba wymierna %
(zapisana w postaci nieskracalnej) jest
pierwiastkiem wielomianu

P(z) = apz™ +an,1xn_1 +...+aix+ag

o wspélezynnikach catkowitych, to p|aq
oraz q|an. W szczegdlnosci, jezeli
wspélczynnik wiodacy wielomianu P jest
réwny 1, to dowolny pierwiastek tego
wielomianu, ktéry jest liczba wymierna,
jest réwniez liczba catkowita.

@

Rozwigzanie zadania F 887.
Powietrze ma mniejszy wspdlczynnik
zalamania niz woda, co oznacza, ze

nie zachodzi calkowite odbicie promieni
padajacych na powierzchnie wody. Zatem
w rozwazanych warunkach rybka zawsze
moze zobaczy¢ wedkarza.

Powyzszy przyklad z cala pewnoscia nie byt zaskakujacy dla ekspertéw, gdyz
pomyst skorzystania z wielomianu pomocniczego nasuwal sie praktycznie sam.
Kolejne zadanie jest duzo bardziej intrygujace.

Zadanie 2. Udowodnié, ze liczba

V10072 + 14 /10082 + 1 4 ... + /20142 + 1

jest niewymierna.

Rozwigzanie. Oznaczmy sume dang w zadaniu przez s. Udowodnimy najpierw,
ze liczba s nie jest catkowita. Zauwazmy w tym celu, ze dla dowolnej liczby
catkowitej n > 1 zachodza nieréwnosci
1
n<yni+l<nt+——.
n+1
Pierwsza z nich jest oczywista, za$ druga po podniesieniu do kwadratu redukuje
sie do
2n 1

1< :
nr 1 (nt 1)

co jest prawda, gdyz 2n > n + 1.
W szczegdlnosei dla dowolnego n € {1007,1008, .. .,2014} prawdziwe sa

nieréwnosci )
<Vni+l< —
n n + n+ 1008

Wynika stad, ze suma s nie jest liczba catkowita, gdyz czes¢ utamkowa kazdego

z jej 1008 sktadnikow jest mniejsza niz ﬁ. Dowodzi to naszego stwierdzenia.

Moze si¢ wydawaé, ze do osiagniecia celu jest jeszcze daleko. Liczba, ktéra

nie jest catkowita, nie musi przeciez od razu by¢ niewymierna. W tym jednak
momencie mozna zaczaé podejrzewac, jaka role odegraja wlasnosci wielomianéw.
W nastepnym kroku udowodnimy bowiem, ze istnieje wielomian unormowany P
o wspdlczynnikach calkowitych, taki, ze P(s) = 0. Stad juz natychmiast
otrzymamy teze zadania, gdyz z twierdzenia o pierwiastku wymiernym
wynika, ze kazdy wymierny pierwiastek wielomianu P jest roéwniez catkowity.

W szczegblnodci, skoro s € Z, to tym samym s & Q.

Za pomoca indukcji po n wykazemy ogdlniejsze stwierdzenie: dla dowolnych liczb
catkowitych a1, aq, ..., a, istnieje unormowany wielomian P o wspoétczynnikach
catkowitych, dla ktérego

P(\/a1 + vas + ...+ a,) =0.
Gdy n = 1, wystarczy przyja¢ P(z) = 2% — a;. Zalézmy wiec, ze n > 2 oraz
istnieje wielomian unormowany P(z) o wspolczynnikach catkowitych, dla
ktorego P(s — /a,) = 0, gdzie s = /a1 + /a2 + ... + \/a,. Przyjmijmy, ze
stopieni wielomianu P to r i ze P zapisuje sie w postaci P(z) = z" + Z::_()l cixt.
W szczegblnosci

0= P(s— v/am) = (s — v/an) + 3 ei(s — v/an)'.
=0

Po rozwinieciu wszystkich poteg ze wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy
réwnanie postaci

5"+ Q(s) + vanR(s) = 0,
gdzie @) i R sa wielomianami o wspétczynnikach catkowitych stopnia mniejszego
niz r. Przenoszac sktadnik ,/a,, R(s) na druga strone i podnoszac obie strony
rownosci do kwadratu, dostajemy

s7 +25"Q(s) + (Q(5))? = an(R(5))*.
W szczegblnosci liczba s jest pierwiastkiem unormowanego wielomianu
22+ 207Q(2) + (Q(2))? — an(R(x))*.

Konczy to zaréwno dowod indukeyjny, jak i rozwiazanie zadania.

O trudnosci kolejnego zadania niech $wiadczy fakt, ze na Miedzynarodowe;j
Olimpiadzie Matematycznej zostato ono rozwiazane jedynie przez 5 osob.
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Rozwigzanie zadania F 888.
Kierunki biegu fali dzwiekowej
w powietrzu i w wodzie spelniajg zwigzek

Up

v,

sinao =

sin 3,
w
gdzie « jest katem padania na
powierzchni¢ wody, zas 3 — katem
zalamania w wodzie. W skrajnym
przypadku sin 8 = 1, co daje

. Up

sina = — =n
Vo
Dla danego h maksymalna odlegto$é, przy
ktérej dzwiek nie ulegnie catkowitemu
odbiciu od powierzchni wody, to
n

V1—n?
Ale te wzory obowiazuja przy zalozeniu,
ze dzwiek w osrodku jednorodnym
rozchodzi si¢ prostoliniowo (tzn. ze mozna
pomingé efekty falowe, np. dyfrakcje) i sa
prawdziwe dla odlegltosci znacznie
wigkszych niz diugosé fali. Poniewaz
w powietrzu dlugosé fali dzwiekowe]j
méwigcego czlowieka moze dochodzi¢ do
kilkudziesigciu centymetréow, efektéw
zwigzanych z falowg natura dzwigku
nie mozna pomina¢. Zatem racje
ma Kasia.

htga=nh

Zadanie 3. Rozwazmy zbior

S:{(I,y,Z)IZE,y,ZG {Ovla2a~'-an}a (‘T,yvz) #(07070)}

ztozony z (n + 1)® — 1 punktéw w przestrzeni. Wyznaczyé minimalna liczbe
plaszczyzn, ktérych suma mnogosciowa zawiera zbior S, ale nie zawiera
punktu (0,0, 0).

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze 3n plaszczyzn o rownaniach x =1, y =4, z =i dla
1=1,2,...,n spelnia zadany warunek. Wykazemy, ze 3n jest minimalna liczba
o tej wlasnosci.
Zalézmy wiec, ze suma mnogos$ciowa pewnych N plaszczyzn danych rownaniami
a;r+by+cz+d; =0 gdziel <i< N,

pokrywa zbiér S, ale nie zawiera punktu (0,0, 0). Rozwazmy wielomian trzech
zmiennych P(z,y, z) dany jako

N

P(z,y,2) = [ [ (asx + biy + ciz + dy).

i=1
Jest to wielomian lacznego stopnia N, ktéry spelnia warunek P(zg,yo,20) =0
dla (zo,¥o0,20) € S oraz P(0,0,0) # 0.

Za pomoca wielomianu P udalo si¢ nam przettumaczy¢ kombinatoryczny
warunek dotyczacy ptaszczyzn na jezyk algebry. Dzieki temu mozemy
wykorzystac jej narzedzia, zapominajac o kombinatorycznej naturze zadania.

Dla dowolnego wielomianu trzech zmiennych Q(z,y, z) okreSlmy operacje A,
zdefiniowana jako

A:Q(z,y,2) = Qz + 1,y,2) — Q(z,y, 2).
W analogiczny sposéb definiujemy operacje A, oraz A,.

Za pomoca nietrudnego rachunku na wspélczynnikach sprawdzimy najpierw, ze
operacja A, zmniejsza laczny stopien wielomianu co najmniej o 1. Zalézmy
bowiem, ze stopien pewnego wielomianu Q(z,y, z) to k + 1 + m, przy czym

w rozwinieciu @ pojawia sie jednomian postaci z*y'2™. Korzystajac ze wzoru
dwumianowego Newtona, uzyskujemy

Bl
k, 1l m L. m i1
— gyt =gtz z".

Otrzymalismy wiec sume jednomianéw o lacznym stopniu nieprzekraczajacym
k+ 14 m — 1. Stosujac to samo rozumowanie do kazdego jednomianu postaci
xPylz", ktéry pojawia sie w rozwinieciu ) i spelnia p+q+r=k+1+ m,
widzimy, ze operacja A, redukuje wszystkie jednomiany o tgcznym stopniu

k + 1 4+ m. Potwierdza to nasze stwierdzenie.

(x + 1)kylzm

Zauwazmy, ze skoro wielomian P(x,y, z) zeruje si¢ dla dowolnej tréjki (xo, yo, 20)
spelniajacej 0 < yo, 20 < n oraz 1 < zp < n, to A, P(z,y, 2) zeruje sie dla
dowolnej tréjki (zo, yo, 20), ktéra spelnia 0 < yo, 20 < moraz 1 < xg < n — 1.
Jednoczesnie, mamy A, P(0,0,0) = P(1,0,0) — P(0,0,0) = —P(0,0,0) # 0.

Powtarzajac operacje A, az (n — 1)-krotnie, otrzymujemy wielomian
AL P(2,y, 2), ktéry zeruje sie dla dowolnej tréjki postaci (1, yo, 20), gdzie
0 < yo, 20 < n, oraz nie zeruje sie dla (0,0,0). Uzywajac wiec operacji 4,, juz
ostatni raz dostajemy

A"P(0,0,0) = A" 1 P(1,0,0) — A" P(0,0,0) =

= —A""1P(0,0,0) # 0.

Wielomian, ktéry otrzymalidmy z wielomianu P po n-krotnym zastosowaniu
operacji 4,, nie zeruje sie wiec w punkcie (0,0, 0), ale zeruje si¢ dla dowolnego
punktu postaci (0, yo, z0) gdzie 0 < yo, 20 < 7 i co najmniej jedna z liczb yo, 2o
jest rozna od zera.

Mozemy zatem powtorzy¢ caly powyzszy proces, tym razem wzgledem
zmiennej y, startujac od wielomianu otrzymanego w ostatnim kroku. Wielomian
AP AL P(x,y, 2) zeruje si¢ wige dla dowolnej tréjki postaci (0,0, 29), gdzie
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1 < zp < n, ale nie dla tréjki (0,0,0). Ostatecznie juz, rozumujac w ten sam
sposob wzgledem zmiennej z, dochodzimy do wniosku, ze wielomian
AZAYALP(z,y, 2) nie zeruje si¢ w punkcie (0,0,0).

Nie jest to zatem wielomian zerowy. Wezesniej udowodnilisémy jednak, ze
dowolna z operacji A redukuje taczny stopien wielomianu co najmniej o 1.
Stopien wielomianu A AP A7 P(z,y, 2) nie przekracza zatem N — 3n. Stad
N > 3n i rozwiazanie zadania jest zakonczone.

Kolejny problem jest jednym z najbardziej zadziwiajacych, ktore autor artykutu
napotkal w zyciu. Aby w pelni go docenié¢, zdecydowanie nalezy sie z nim
wyprobowaé wezesniej na wlasng reke — do czego bardzo zachecamy!

Zadanie 4. Niech ay, as, ..., a, oraz by, by, ..., b, beda dwoma réznymi (czyli
rézniacymi sie nie tylko porzadkiem) zestawami liczb catkowitych dodatnich.
Udowodni¢, ze jezeli zestaw liczb postaci a; + a;, gdzie 1 < ¢ < j < n pokrywa
sie z zestawem b; + b;, dla 1 < i < j < n, to n jest potegy liczby 2.

Rozwigzanie. Zadanie moze wydawac si¢ catkiem tajemnicze. W naturalny
sposob nasuwaja si¢ dwa pytania: dlaczego akurat potega liczby 2 i gdzie tu
znalez¢é wielomiany? Jako rozgrzewke mozemy zaproponowaé¢ Czytelnikowi proste
¢wiczenie: dla dowolnej potegi liczby 2 skonstruowaé rézne zestawy liczb

o zadanej wlasnosci.

Odpowiedzmy zatem na drugie. Rozwazmy bowiem wielomiany
flx) =2 42 ... +2% oraz g(x)=a" + 22 +. . +ab.

Kluczowa obserwacja polega na potaczeniu danego warunku z operacjg brania
kwadratu wielomianu. Zauwazmy bowiem, ze

(@) — @) =Y 2 g2 3 gt 3 g2 =
=1 1<i<j<n i=1
=2 Z %t — 9 Z Lbith — (g(m))2 _ g(xz).

1<i<j<n 1<i<j<n

Przypatrzmy sie teraz wielomianowi f(x) — g(z). Nie jest to wielomian zerowy
oraz f(1) — g(1) =n —n =0, a wiec liczba 1 jest jego pierwiastkiem. Oznaczmy
przez k krotnogé owego pierwiastka, czyli f(z) — g(z) = (x — 1)*h(z) dla
pewnego wielomianu h, takiego, ze h(1) # 0. Wéwczas
f@?) —g(a?) _ (2* —1)*Q(a?)
flx)+g(x) = = =(x+1
DD =0 @) T e Y

Podstawiajac x = 1 w powyzszej rownosci, dostajemy
2n = f(1) +g(1) = 2",

kQ($2)
Q(x)

skad n = 281,

Przyklady zaprezentowane w artykule stanowiag jedynie absolutny wierzchotek
gory lodowej, ktora stanowia mozliwe zastosowania wielomianéw w réznych
dziedzinach matematyki. Tradycyjnie juz oferujemy dwa zadania do
samodzielnego rozwigzania. Mamy nadzieje, ze pomoga one Czytelnikowi
skorzystaé¢ z wielomiandéw w jeszcze wielu kolejnych problemach.

Zadanie 5. Liczby rzeczywiste x,y, z spelniaja warunki
z4+y+2=3, zxy+yz+zx=-9
Udowodni¢, ze —27 < zyz < 5.

PodpowiedZ. Rozwaz pochodng wielomianu, ktérego pierwiastkami sa liczby
,Y, 2.

Zadanie 6. Dane jest 2n parami réznych liczb rzeczywistych
a1,a2,...,0n,b1,b9,..., b, oraz tablica n x n. W pole lezace w i-tym wierszu
i w j-tej kolumnie wpisano liczbe a; + b; dla 1 <4, j < n. Udowodnié, ze jezeli
iloczyny liczb we wszystkich kolumnach sg réwne, to réwniez iloczyny liczb
we wszystkich wierszach sa rowne.

PodpowiedZ. Rozwaz wielomian P(z) = (z + a1)(xz + a2) ... (x + ap) — ¢, gdzie ¢
jest wartoscia wspolna iloczynéw liczb w kolumnach.

16



