Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skroét regulaminu
Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
‘ od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
Termin nadsylania rozwigzaii: i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
30 XI 2015 jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdltowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M Zadania z matematykl nr 705’ 706
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

695 (WT =1,77) i 696 (WT = 2,86) Redaguje Marcin E. KUCZMA

2 2/2015
numf?m / 705. Niech Ag bedzie ustalonym wierzchotkiem (n+1)-kata foremnego.
Janusz Olszewski Warszawa 44,85

Wojciech Tobis Praszka 4421  Numerujemy pozostate wierzchotki Ay,..., A, w dowolnej kolejnosci. Kazdemu
Marek Spychata Warszawa 42,75 hokowi A; A; przyporzadkowujemy liczbe |i — j|. Niech S bedzie suma n + 1
Fukasz Garncarek Opole 37,98 . . .+ 1e .
Grzegorz Karpowicz Wroclaw 37.05  liczb, przyporzadkowanych wszystkim bokom. Dla zadanej liczby naturalnej n:
Krzysztof Maziarz  Krakow 35,37

Jedrzej Garnek Poznan 3489 (&) Obliczy¢ najmniejszg osiggalna wartosé sumy S.

Pawel Najman Krakéw 33,64 (b) Wyjasnié, ile jest sposobéw ponumerowania n wierzchotkéw (poza Ayp),
Janusz Olszewski — nazwisko moze znane przy ktérych S osiqga owg minimaln@ Wartoéé.
uczestnikom ligi i czytelnikom Delty?
To po raz szesnasty, jakby co. 706. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych istnieje
Nowy za$§ w szeregach Klubu 44 M: el . w . 51 ikach tkowi h 51 iki
Wojciech Tobi$ — to juz numer 126. wielomian W stopnia n, o wspoélczynnikach catkowitych, ze wspélczynnikiem

wiodacym réwnym 1, i taki, ze réwnanie W (x)? = 1 ma 2n pierwiastkéw
calkowitych (niekoniecznie réznych).

Zadanie 706 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2015

Przypominamy tre$é¢ zadan: Funkcja F), jest rosnaca; stad y > 2 + . Skoro za$

2 — : . . 2
701. Niech n bedzie ustalong dodatnig liczbg nieparzysta. Wyznaczyé T +r=y (mOd p), Wlelmy, zeyzzxz+x+p. A zatem
najwigkszg mozliwa licznosé zbioru zlozonego z liczb calkowitych Fp(y) > Fp(l'2 + x + p). Aby uzyskaé oczekiwana sprzecznosé,

dodatnich, mniejszych od 3n, w ktérym kazde dwa rézne elementy

U g wystarczy wykazaé, ze
majg i réznice¢, i sume rézng od n.

2
702. Niech F, (t) =t" 4+ (t + 1)". Udowodni¢, ze istnieje (1 Fp(z” + 2 +p) > Fop().
nieskonczenie wiele liczb calkowitych n > 1, dla ktérych réwnanie Oznaczmy: T+ % = z; wtedy 2 + = 22— % > 22 _ %
F5,,(z) = F,,(y) nie ma rozwiazan w liczbach calkowitych z,y > 1. Ponownie kOI‘ZyStanC 2z wypukloei funkeji P mamy
’
701. Liczba n jest nieparzysta, zatem zbioér wszystkich liczb nieréwnos$é Fy(t) > 2(t + %)p. Wobec tego

parzystych, mniejszych od 3n, ma wlasnosé, o ktérg chodzi. Jest 2) »
ich (3n — 1)/2. Wykazemy, ze jest to najwieksza mozliwa licznosé. 1 p _
( )/2. Wy y; 7€ ] jwig Fy(@®+2+p) > Fy (z2—7+p> S 2(z2+p> _ 22 P\ j2p-2k k.
.. L _ ) 2 k
Rozbijamy zbiér {1,...,3n—1} na rozlaczne pary: 7 dragiot st 0
rugiej strony,

3)
n,2n}, {n+1,2n+1}, ..., {n+(n-1),2n+ (n—1)} 2p 2p P 2k
b 20, A J t A S L B N A
W gérnym rzadku mamy (n — 1)/2 par, w dolnym n par; razem 2 2 2k 2
(3n — 1)/2 par. Zbiér o wiekszej licznosci (zawarty k=0

k=

Nieréwnos$é (1) bedzie udowodniona, jesli pokazemy, ze

w {1,...,3n—1}) musi zawiera¢ jedna z wymienionych par. Ale "R . ) i ’ .
w kazdej parze albo suma, albo réznica elementéw jest réwna n. Wyrgzﬁglku Po prawe; .st.ronle (2) wspo%czynmk SFOJ@CY .
Stad nasza teza przy z°° jest nie mniejszy niz analogiczny wspélczynnik

w wyrazeniu (3); czyli, ze
702. Pokazemy, ze gdy p jest nieparzysta liczba pierwsza, 1
réwnanie Fap(x) = Fp(y) nie ma rozwigzan w liczbach (4) ay = (4p)k P\ (2 >1 dlak=0,...,p.
caltkowitych dodatnich. k 2k

Przypusémy, ze para liczb catkowitych x,y > 1 jest Latwo przerachowaé, Ze

rozwiazaniem. Zgodnie z malym twierdzeniem Fermata, h+1 _ 4p (2k +1) 4p > 1.
2p—2k—1" 2p
F: = 2p + +1 2p = 2 1 2 od 5 Ak
(@) = @ v (@ )p v 4@ +1) (modp) Stad 1 = a0 < a1 < ... < ap; oszacowanie (4) gotowe, dowdd
Fy)=y"+@y+1)"'=y+(y+1) (modp). zakonczony.

Jesli wiec Fop(z) = Fp(y), to 222 + 2z = 2y, czyli

2 ir= y (mod p). Przypominamy komentarz, towarzyszacy tresci zadania

(prop. Piotr Kumor): jest to kontynuacja dawnego zadania 194
Z wypuklosci funkcji ¢ +— ¥ (w zbiorze liczb dodatnich) wynika (prop. Marcin Mazur) z teza: dla n > 2 badane réwnanie ma

nieréwnosé w liczbach catkowitych co najwyzej skoniczenie wiele rozwigzan —
Fp(y) = Fop(z) = (g;2)p + (a:2 + 2z + l)p > oraz zasygnalizowanym problemem: czy to réwnanie w ogble ma
> (;,32 4 x)p + (932 L4 1)p = Fp(z® + ). rozwigzania poza trywialnymi (|z|, |y| < 1)?

22



Termin nadsylania rozwigzan:
30 XI 2015
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Zadania z fizyki nr 602, 603
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

602. Dwie przewodzace kule o promieniach 7 i 79, polaczone przewodzacym
drutem, znajduja si¢ w duzej odleglosci od siebie. Kula o promieniu ry otoczona
jest uziemiona sfera przewodzaca z malym otworkiem (rys. 1). Odleglosé sfery
od kuli wynosi d i jest duzo mniejsza od promienia kuli. Kule natadowano
tadunkiem Q. Wyznacz rozmieszczenie tadunku na kulach.

603. Po ustawionej pionowo sztywnej spirali zsuwa si¢ z zerowa predkoscia
poczatkowa maly koralik o masie m. Promien spirali wynosi R, skok spirali
(odleglo$é miedzy sasiednimi zwojami) wynosi h (rys. 2). Znalezé wartosé
przyspieszenia koralika na koncu n-tego zwoju. Tarcie zaniedbaé.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/2015

Przypominamy tresé¢ zadan:

598. Przez cewke o wspdlczynniku samoindukeji 2L plynie prad staly o natezeniu Ig

z zewnetrznego zrédla (rys. 3). Po zamknieciu klucza K> do cewki podlaczamy réwnolegle cewke

o wspoélezynniku samoindukeji L oraz kondensator o pojemnosci C. Nastepnie otwieramy klucz Kj.
Znalez¢ maksymalne napiecie na kondensatorze i maksymalne natezenie pradu plynacego w cewce
o wspoélczynniku samoindukcji L. Elementy obwodu uwazamy za idealne.

599. Kolo, ktorego cala masa roztozona jest réGwnomiernie na obwodzie, moze obracac si¢ bez tarcia
wokol swojej osi skierowanej poziomo. Wewnatrz kota, wzdtuz jego obwodu biegnie wiewiérka.
Wspélczynnik tarcia migdzy kolem a wiewiérks wynosi p. Stosunek masy kota do masy wiewiérki
réwny jest n. Jakie maksymalne, stale przyspieszenie liniowe moze nada¢ kotu wiewidrka?

598. Po zamknieciu klucza K> kondensator nie taduje sie, bo napiecie miedzy
konicami cewki o wspotczynniku samoindukeji 2L wynosi 0, a przez cewke

o wspotezynniku samoindukeji L nie plynie prad, gdyz zmiana natezenia pradu
indukowalaby silte elektromotoryczna na bezoporowej cewce. Po otwarciu obwodu
zewnetrznego, oznaczajac natezenia pradow jak na rysunku 4, mamy dla lewego

d dr
oczka: 2L—— + L—— =0, z warunkami poczatkowymi I3 (0) = Iy, I5(0) = 0. Stad

dt dt
2(Iy — I) = I5. Poniewaz elementy obwodu uwazamy za idealne, w obwodzie nie ma
I? I3 I3 U2
strat energii: 2L?O = QLEI + L% + C’?. Gdy natezenia pradéw w cewkach maja

te same wartosci [ = I, = 250, kondensator nie taduje si¢ ani nie roztadowuje

2L
i napiecie na nim jest maksymalne. Stad Unax = lo— . Natezenia pradow
w cewkach sa maksymalne, gdy ich pochodne, a tym samym sity elektromotoryczne
samoindukcji sa réwne zeru. W tym momencie znika roéwniez napiecie
na kondensatorze polaczonym réownolegle z cewkami i cala energia skupiona jest
2 2

I 2 I Al
w cewkach: 2L = 2L =5 + L2285 Stad Iy max = ?0

2

599. Rysunek 5 przedstawia sily dzialajace na wiewiorke. Sa to: sita ciezkosci mg,
sita reakcji Fg i sila tarcia T'. Zgodnie z trzecia zasadg dynamiki na kolto dziata

T
stycznie sita o wartosci T, ktéra nadaje mu przyspieszenie a = —, gdzie M jest
masg kota. Przyspieszenie kota ma by¢ state, zatem T rowniez musi by¢ state.

Poniewaz przyspieszenie kota ma mie¢ maksymalng warto$¢, to T'= uFgr oraz Fg

tez jest stale. W ukladzie odniesienia zwigzanym z Ziemia wiewiorka porusza sig¢
2

po okregu: me_ Fr — mgcos a, gdzie m jest masa wiewiérki, v jej predkoscia,

a R promieniem okregu. Sila reakcji Fr moze by¢ stala w dwoch przypadkach: albo
wiewidérka biegnie po okregu tak, ze jej kwadrat predkosci jest sumg funkcji
proporcjonalnej do (— cos @) i funkcji stalej, albo jest nieruchoma i Fr = mgcos a.
W pierwszym przypadku dla a = 0 i @ = 7 kwadrat predkosci osigga odpowiednio
najmniejszg i najwigksza warto$c. Wtedy sktadowa przyspieszenia wiewiérki styczna
do okregu wynosi 0, a zatem i silta tarcia T réwna jest zeru (sita ciezkosci jest

w tych polozeniach skierowana wzdluz promienia). Przypadek pierwszy nalezy wiec
odrzuci¢. Gdy wiewiorka nie porusza sie wzgledem Ziemi, zachodzi zwiazek:

T = mgsina = umg cos a, zatem tg o = p. Stad mamy T = Hme

pg V1t u?
n\/1+u2.

. Szukane

przyspieszenie jest réwne a =
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