Prosto w srodek
tukasz RAJKOWSKI

Przecietny uczen rozpoczyna podrdz po fascynujacym Swiecie geometrycznych
konstrukeji uzbrojony w linijke i katomierz. Kiedy juz nauczyciel uzna swojego
podopiecznego za wystarczajaco odpowiedzialnego, by nie rysowat szkolnych tawek
(jakze czesto zbyt naiwne zalozenie), uczen dostaje do reki kolejne narzedzie walki
z czysta kartka papieru, jakim jest cyrkiel. Wraz z nastaniem ery cyrklowej uczen
jest zdolny rysowaé¢ w zeszycie cale mnostwo okregdéw o zadanym Srodku, czasem
nawet majac w tym jaki§ wyzszy konstrukcyjny cel. Przykladem tego ostatniego
mogtaby by¢ operacja w pewnym sensie odwrotna — skonstruowanie §rodka okregu,
gdy mamy zadany jedynie sam okrag. Chwila zastanowienia pozwala stwierdzié, ze
gdy jesteSmy wyposazeni w cyrkiel i linijke, zadanie to nie stanowi wiekszego
wyzwania; wystarczy narysowaé dwie nieréwnolegle cigciwy okregu, a nastepnie ich
symetralne, ktérych przeciecie wyznaczy nam, oczywiscie, szukany Srodek (rys. 1).
Schody pojawiaja sie, jesli zazdrosny o nasze sukcesy kolega z tawki podprowadzi
nam linijke. Skarzenie nauczycielowi jest ponizej naszej godnosci, podobnie
rozwigzanie tej kwestii po lekcjach na szkolnym podwérku, dlatego zaciskamy zeby
i probujemy wyznaczy¢ srodek okregu przy uzyciu samego cyrkla. W rozwiazaniu
przydatna okazuje sie nastepujaca konfiguracja geometryczna (rys. 2): jesli
SA = SP, punkt O lezy na odcinku SP i spelnia AO = AP, natomiast dla
punktu B zachodza réwnosci OB = OP oraz PB = PA, to wéwczas BP = BS.
Istotnie, zauwazmy, ze przy przedstawionych zalozeniach tréjkaty PSA i PAO sa
podobne (jako réwnoramienne tréjkaty o tym samym kacie przy podstawie), dlatego
korzystajac z zatozonych réwnosci, otrzymujemy
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7 powyzszego 1 z zasady ,,bok-kat-bok” wnioskujemy podobienstwo trojkatéw PSB
i PBO, a skoro ten ostatni jest rownoramienny, to musi zachodzi¢ BP = BS.
Przedstawiona obserwacje mozna tatwo wykorzysta¢ do dowodu poprawnosci
niniejszej konstrukeji érodka zadanego okregu o przy uzyciu samego cyrkla. Dla
skrécenia zapisu niech oznaczenie okregu przez ox niesie ze soba informacje, ze X
jest srodkiem tego okregu. Nalezy narysowaé kolejno:

1. wystarczajaco duzy okrag op (wystarczajaco duzy, czyli taki, dla ktérego
XAPK < 2arccos i; mozna nietrudno sprawdzi¢, ze w przeciwnym przypadku
nie uzyskamy punktéw B i L z kroku 3), gdzie P nalezy do okregu o; niech A i K
beda punktami przeciecia o z op (rys. 3),

2. okregi 04 1 0x o promieniu PA = PK; niech O bedzie ré6znym od P przecieciem
tych okregbéw (rys. 3),

3. okrag oo o promieniu OP i niech B i L beda przecieciami nowego okregu z op
(rys. 4),

4. punkt S, bedacy przecieciem (réznym od P) okregéw op i o, o promieniu
BP = LP (rys. 4).

Tak skonstruowany punkt S stanowi szukany srodek okregu o. Istotnie, jesli nieufnie
oznaczymy 6w Srodek przez S’, to w trzecim kroku konstrukcji punkty S’, P, A, O, B
tworza konfiguracje przedstawiona na rysunku 2 i w tej sytuacji okrag op z punktu 4
przechodzi przez S’. Analogicznie, przez S’ przechodzi réwniez or, i dlatego S = S”.

Udalo nam sie utrze¢ nosa niedobremu koledze i zacheceni tym dokonaniem,
postanowiliémy dokonaé tej samej sztuki wylacznie przy uzyciu odzyskanej w glorii
linijki. Poczatkowy entuzjazm predko przeradza sie jednak w niepokdj, a wkrotce
zaczynaja si¢ pojawia¢ oznaki paniki. Pomimo prezenia intelektualnych muskutéw
i dziesiatek prob dokonanych na kilkunastu wyrzuconych ostatecznie do kosza
kartkach $rodek okregu o skutecznie unika namierzenia przez nasz nowy orez.

Po kolejnym nieudanym podejéciu w naszej glowie pojawia sie iskierka nadziei —
moze wszystkie niepowodzenia nie sg kwestia naszej umystowej niedyspozycji,

a tego, ze po prostu sie nie da? Jak jednak mogloby wygladaé¢ uzasadnienie tego, ze
czego$ nie da sie skonstruowaé przy uzyciu samej linijki? Po chwili zastanowienia
jedyne, co przychodzi nam do glowy, to pokazanie, ze nawet jedli pewien
konstrukcyjny przepis sprawdzi si¢ na jednym okregu, polegnie na innym.

Gdzie jednak nalezy szukaé tego drugiego okregu? Okazuje sig, ze na innej kartce!
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Zamalujmy na przezroczystej kartce p kolo x ograniczone okregiem o. Nad kartka p
umiesémy punktowe zrédto Swiatta S w taki sposéb, by na pewno nie znajdowalo sie
ono bezposrednio nad érodkiem okregu o. Pod kartke p podlézmy réwnolegla do niej
kartke g — nietrudno przekonaé sie, ze koto k bedzie rzucato na ¢ cien w ksztalcie
kota. Wyobrazmy sobie teraz, ze ze §rodka o wystaje maszt i niech A, B beda
punktami przeciecia okregu o z przedluzeniem cienia masztu. Miedzy kartki p i ¢
wstawmy teraz na chwile kartke r, prostopadla do dwusiecznej kata < ASB

— wowcezas k rzuca na r cien w ksztalcie elipsy, ktorej srodek symetrii wyznaczany
jest przez przeciecie r ze wspomniana dwusieczna (rys. 5). W tej sytuacji, jesli
przymocujemy S do punktéw A i B kartki p i tak powstala, sztywna konstrukcje
obr6émy o 180° woko6t dwusiecznej kata ASB, to cien k na r nie ulegnie zmianie
(rys. 6). Poniewaz ciefi kK na ¢ mozemy traktowaé jako cief cienia k na r, a ten
ostatni sie nie zmienil, wiec kolo kK w nowym polozeniu réwniez rzuca na ¢ cien

w ksztalcie kota.

Przypusémy teraz, ze udato sie nam wyznaczy¢ srodek okregu o przy uzyciu samej
linijki. Poprosmy kolege z tawki, by zastosowal ten sam przepis dla cienia okregu o
na kartce q. Ze wzgledu na bogate do$wiadczenie w niesamodzielnej pracy kolega
szybko zorientowal sie, ze wystarczy wykonywaé ,cienie” operacji przeprowadzanych
przez nas na okregu o. W tej sytuacji uzyskany przez niego kandydat na srodek
cienia okregu o okaze sie cieniem skonstruowanego przez nas srodka tego okregu.
Niestety, obaj nie mozemy mieé racji, gdyz cien srodka odcinka AB z pewnoscia
nie jest srodkiem cienia tego odcinka, do czego powinien przekonaé¢ nas rysunek 7.
Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ srodka okregu,
poshugujac sie wylacznie linijka. Nasze wczeéniejsze konstrukcyjne niepowodzenia
zostaly wiec usprawiedliwione — niemoznosé ma jednak swoje dobre strony.

Klopoty z komunikacja
Wojciech CZERWINSKI

»W takich Niemczech to maja dobre drogi, a w Polsce. .. No c¢6z, $redni czas
potrzebny na przejazd np. z Warszawy do Rzeszowa jest stanowczo za dlugi.”
Wielu Czytelnikéw zapewne zgodzi sie z tym stwierdzeniem lub doda, ze jest

zbyt eufemistyczne, inni za$ powiedza, ze przeciez nie jest znowu az tak zZle. Z kolei
kto$ moze konstruktywnie zaproponowaé, zeby zamiast zastanawiaé sie, jak jest,
zastanowic sie, co zrobié, by bylo lepiej. , Jak to co? Nic prostszego — trzeba zaczaé
budowaé nowe drogi!” — chcialoby sie odpowiedzie¢. Wydaje sie, ze to naturalne
rozwigzanie, ktére powinno poprawié¢ nasza sytuacje. Spojrzmy jednak na problem
od strony matematycznej, by przekonaé sie, ze nie zawsze musi to by¢ prawda.

Rozwazmy nastepujacy, hipotetyczny Problem Kierowcy Tira. Powiedzmy, ze

z Warszawy do Rzeszowa moze on jecha¢ na dwa sposoby: albo przez Lublin, albo
przez Radom. Droga z Warszawy do Lublina jest szeroka, ale dluga; jedzie sie nig
zawsze 100 minut. Natomiast droga z Warszawy do Radomia jest krétka, ale
waska, wiec czas przejazdu istotnie zalezy od natezenia ruchu na tej drodze.

Na nasze potrzeby przypu$émy (do$é nierealistycznie), ze jesli jedzie nia
jednoczesnie n tirow, to czas przejazdu dla kazdego z nich wynosi n minut.
Analogiczna sytuacja ma miejsce dla dojazdu do Rzeszowa. Tyle ze teraz podréz
z Radomia do Rzeszowa zawsze trwa 100 minut, a z Lublina do Rzeszowa n minut,
jesli droga jedzie n tiréw. Przypu$émy teraz, ze codziennie z Warszawy

do Rzeszowa jedzie 100 tirow. Jesli wszystkie jechalyby przez Lublin, to czas
przejazdu dla kazdego z nich wyniéstby 100 + n minut, gdzie n = 100, czyli

w sumie 200 minut. Analogicznie, gdyby wszystkie tiry pojechaly przez Radom.
Jednak gdyby polowa tiréw pojechala przez Radom, a druga potowa przez Lublin,
to czas przejazdu dla kazdego z nich zmniejszytby si¢ do 150 minut, i tatwo
wykazaé, ze byloby to optymalne rozwiazanie. Powinno wiec powstac
Stowarzyszenie Kierowcéw, ktore dbatoby o to, zeby codziennie doktadnie potowa
kierowcow jechata przez Radom, a druga potowa przez Lublin.

7



