Kwadratura kota — problem polegajacy
na skonstruowaniu kwadratu o polu
réwnym polu danego kota. Algebraicznie
reprezentuje to réwnanie 7r? = a2, gdzie
r jest promieniem danego kotla,

a a dlugoscia boku poszukiwanego
kwadratu. Dla » = 1 bok ten wynosi /7,
a zatem niezbedne jest albo wyznaczenie
warto$ci liczby /7, albo jej przyblizenie
przez odpowiednia konstrukcje
geometryczng.

Thomas Carlyle — zyjacy w okresie
wiktorianskim szkocki pisarz, historyk
oraz filozof historii. Znany wspdlczesnie
z takich ksiazek jak ,Rewolucja
Francuska: historia” oraz ,Sartor
Resartus”.
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Jednym z najstarszych zagadnien matematyki sa rownania algebraiczne,
wsrod nich problem znalezienia pierwiastkéw trojmianu kwadratowego. Juz

w starozytnoéci pojawily sie zadania, do rozwigzania ktérych nalezalo wyciagnaé
pierwiastek kwadratowy z liczby (to jest rozwiazaé¢ réwnanie 2% = a dla a > 0)
lub odnalez¢ miejsce zerowe tréojmianu kwadratowego. Pojawil sie, miedzy
innymi, klasyczny problem wyznaczenia dlugosci przekatnej kwadratu (oraz
wykazanie niewspétmiernosci przekatnej z bokiem). Jedne z pierwszych zapiskéw
zawierajacych rozwiazania réwnan kwadratowych oraz szesciennych pochodza
jeszcze z czaséw Babilonii, datowane sa na 1800-1600 p.n.e. Dopiero prawie
3000 lat pézniej, w XII wieku Aczarja Bhaskara wykazal, ze liczba dodatnia ma
dwa pierwiastki.

Wiele problemoéw algebraicznych mozna rozwiaza¢ w sposéb doktadny lub
przyblizony, wykorzystujac narzedzia geometrii. Historia zna wiele przykladéw,
poczawszy od problemu kwadratury kola, przez rozwigzywanie réwnan oraz
uktad6éw réwnan liniowych. Takie graficzne (i dokladne) rozwiazanie jest réwniez
mozliwe dla réwnan kwadratowych. Rozwiazanie graficzne wykorzystuje jedynie
klasyczne konstrukcje oparte na cyrklu i linijce — oraz tytulowe okregi Carlyle’a.

Rozwazmy réwnanie kwadratowe:

(1)
Naszym celem jest znalezienie rozwigzan powyzszego réwnania, za pomoca

pewnej konstrukcji geometrycznej. Oczywiscie, algebraicznie jesteSmy w stanie
natychmiast podaé pierwiastki réwnania (1):

x2—px+q=0, p,q € R.
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Jedna z metod przyblizonego poszukiwania pierwiastkow jest proba narysowania
paraboli. Zwykle jednak do tego celu wykorzystujemy wtasnie pierwiastki
rownania. Tego blednego kota mozna szczesliwie uniknaé, wykorzystujac

wspomniane juz okregi Carlyle’a.
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Wprowadzmy formalna definicje. Okregiem Carlyle’a stowarzyszonym
z réwnaniem kwadratowym (1) nazywamy okrag, ktérego $rednica jest odcinek
o koncach w punktach (0,1) oraz (p,q).

Okrag Carlyle’a jest wyznaczony w spos6b jednoznaczny przez réwnanie (1).
Co wiecej, tatwo mozna zaobserwowad, ze dla kazdego okregu przechodzacego
przez punkt (0, 1), istnieja takie wartoéci wspdlezynnikéw p oraz ¢, ze okrag ten
jest okregiem Carlyle’a stowarzyszonym z réwnaniem kwadratowym

22 —pr+q=0.

Najwazniejsza cecha okregu Carlyle’a jest jego zwiazek z pierwiastkami
rOwnania, ktére wyznacza okrag. Okazuje sie bowiem, ze liczba & jest
rozwiazaniem réwnania (1) wtedy i tylko wtedy, gdy stowarzyszony okrag
Carlyle’a przecina o$ odcietych w punkcie (£,0). Istotnie, srodek takiego okregu
to punkt o wspéirzednych (5,1 + q%l), a z twierdzenia Pitagorasa jego promien

2
jest rowny r = 4/ (§)2 + (qQ;l) . Okrag Carlyle’a opisany jest wiec réwnaniem

o () ) ()

Poniewaz poszukujemy punktéw przeciecia okregu z osia O X, wiec podstawiamy
y = 0 do réwnania (2). Upraszcza sie ono do postaci

r\’ g—1\"_(p\*, (a-1)

_ £ 1+422) = (£ =) .
o () ) - (6) ()
Po redukcji réwnania (3) otrzymujemy dokladnie réwnanie (1).
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Rozwigzanie zadania M 1465.
Odp. Nie!

Dwudziestoscian foremny jest
srodkowosymetryczny, wigc kazdy jego
przekréj plaszczyzna przechodzaca przez
jego $rodek réwniez. Nie istnieje
natomiast Srodkowosymetryczny
jedenastokat.

?Vz

Nalezy ponadto sprawdzi¢, ze okrag przecina o$ OX w co najmniej jednym
punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy wyr6znik tréjmianu (1) jest nieujemny. Mozna
to zrobié¢ niezaleznie od powyzszego rozumowania i to zadanie pozostawiamy
Tobie, Drogi Czytelniku.

Dzieki swoim wtasno$ciom okregi Carlyle’a znalazty zastosowanie

w konstrukcjach wielokatow foremnych. W szczegdlnoéci za ich pomoca,
wykorzystujac wylacznie cyrkiel i linijke, mozna tatwo skonstruowaé pieciokat
oraz siedemnastokat foremny.

Opiszemy teraz konstrukcje pieciokata foremnego
z wykorzystaniem okregéw Carlyle’a.

1. Narysuj okrag (zwany dalej: poczatkowym) o $rodku
w punkcie A = (0,0) oraz promieniu 1. Niech ponadto
B =(-1,0), V4 = (1,0) oraz F = (0,1). Punkt V; jest
jednym z wierzchotkow konstruowanego pieciokata
foremnego.

2. Narysuj okrag o srodku w punkcie B przechodzacy przez
punkt A. Okrag ten przecina okrag poczatkowy
w punktach C oraz D.

Wzér de Moivre’a

Pierwiastki stopnia n z jedynki zawsze
wyznaczajg na plaszczyznie wierzchotki
wielokatéw foremnych. Wynika to

ze wzoru de Moivre’a, ktéry pozwala na
wyliczenie pierwiastkéw dowolnego
stopnia z dowolnej liczby, réwniez

zespolonej. Jezeli dane jest rownanie
n

z" = w, to jego rozwigzaniami sg
2k 2k
2z = A/ |w| cosqﬁJr Tr+isin¢+ W)
n n
dla k=0,1,...,n — 1, gdzie ¢ jest

argumentem liczby zespolonej w. Dla
w = 1 rozwiazania te mozna zapisaé

krétko w postaci wykladniczej
2mki
Z =€e n
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Przykltady dla n =4 oraz n = 7.

. Przez punkty C oraz D poprowadz prosta. Punkt jej
przecigcia z osia OX oznacz F.
4. Narysuj okrag o srodku w punkcie F' przechodzacy przez
punkt E. Przecina on 0§ OX w dwéch punktach G oraz H.
. Skonstruuj symetralne odcinkéw H A oraz AG. Oznacz
Vs miejsca przeciecia tych symetralnych z osia OX
odpowiednio przez I oraz .J.
6. Symetralne skonstruowane w punkcie 5. przecinaja
ponadto okrag poczatkowy w czterech punktach
Va, V3, V4, Vs, bedacych jednoczesnie czterema brakujacymi
wierzchotkami pieciokata foremnego.

Wyprowadzimy teraz algebraicznie powyzsza konstrukcje. Konstrukcja ta
wykorzystuje podstawowe wiadomosci dotyczace zbioru liczb zespolonych C.

Liczby zespolone stanowia rozszerzenie liczb rzeczywistych o ,pierwiastek z —17.
Formalnie liczby zespolone definiujemy jako zbiér par liczb rzeczywistych (a,b)
z dziatlaniami dodawania oraz mnozenia zdefiniowanymi nastepujaco:

(a,b) + (¢,d) :=(a+c¢,b+d), (a,b)-(c,d):= (ac—bd,ad+ bc).

Tradycyjnie liczbe (0,1) oznacza sie przez 4. Innym sposobem zapisu liczby
zespolonej z = (a,b) jest jej postaé algebraiczna z = a + ib. Definiuje sie czesé
rzeczywista Re(z) := a oraz urojona Im(z) := b, ponadto definiuje si¢ modul
liczby zespolonej |z| := va? + b? oraz jej argument ¢ bedacy wartoscia kata
nachylenia wektora [a, b] na plaszczyZnie wzgledem osi OX. Argument spelnia
zaleznosci sin ¢ = % oraz cos ¢ = ﬁ Pozwala to na zapisanie liczby zespolonej
w postaci trygonometrycznej z = |z|(cos ¢ + i sin ¢) oraz wykladniczej z = |z|e??,
ktéra wynika ze wzoru Eulera e = cost + isint prawdziwego dla dowolnej
liczby rzeczywistej t. Charakterystyczna cecha zbioru liczb zespolonych jest to,
ze wszystkie réwnania algebraiczne maja w nim pierwiastki. Réwnanie z? = —3
nie ma rozwigzan rzeczywistych, natomiast ma dwa rozwiazania zespolone

Tr1 = 1V3 oraz xo9 = —iV/3.

Przejdzmy do wyprowadzenia konstrukcji. Aby zbudowaé pieciokat foremny,
wystarczy skonstruowaé pierwiastki pigtego stopnia z jedynki, czyli rozwiazaé
w zbiorze liczb zespolonych réwnanie

(4) 2> =1.

Jednym z pierwiastkéw réwnania (4) jest, oczywiscie, zo = 1, pozostale
natomiast spelniajg rownanie

(5) A4 B4 4z241=0.
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Algebraiczna metoda wyznaczenia
wartosci kosinélsa

Oznaczmy u = —7 oraz a = cosu. Wtedy

cos4du = cos(2m — u) = cosu. Z drugiej
strony, korzystajac ze wzoréw

cos 2z = cos? x — sin?  oraz jedynki
trygonometrycznej, otrzymujemy
cosdu = 8cos u — 8cos? u + 1. Aby

wyznaczy¢ warto$é cosu, wystarczy teraz

rozwiazaé réwnanie 8a* —8a%2+1=a.
Roéwnanie to ma dwa wymierne
pierwiastki a; = 1 oraz as = ——,
pozostate dwa sg pierwiastkami
tréjmianu 4a? 4 2a — 1. Poniewaz

g g .
§<u<a,zatcm - >a>0, czyli a
jest pierwiastkiem tréjmianu. Ale tylko

jeden z nich jest dodatni, jest nim

1
a = ———. Stad ostatecznie
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Niech teraz z = e dla k = 1,2, 3,4 beda pierwiastkami réwnania (5).

Zdefiniujmy

2 4
(6) w1 :=21 4 24 = 2Re(z1) = 2cos =7 way := 29 + 23 = 2Re(22) = 2 cos -
Ze wzoru Viete’a na sume pierwiastkéw wynika, ze wi + wy = —1, ponadto
WiWo = 2129 + 2123 + 2429 + 2423 = 23 + 24 + 21 + 22 = —1. Ponownie

korzystajac ze wzoréw Viete'a, stwierdzamy, ze wy oraz ws sg pierwiastkami
réwnania kwadratowego z2? + x — 1 = 0. Konstruujemy zatem okrag Carlyle’a

o $érednicy opartej na punktach (—1,—1) i E = (0,1). Jego $rodkiem jest punkt
F= (—%7 0), a punktami przecigcia z osig odcietych, zgodnie ze wzorem (6) sa
H = (2 cos %71’, 0) oraz G = (2 oS %77, 0). Symetralne odcinkéw AG oraz AH
przecinaja wiec o§ OX w punktach J oraz I odpowiednio, ktorych odcigte sa
rowne czesciom rzeczywistym odpowiednich pierwiastkéw. Poniewaz symetralne
maja stala odcieta, przecinaja one okrag kazda w dwéch punktach, bedacych
jednoczesénie poszukiwanymi pierwiastkami réwnania (5).

Wielokaty foremne majace 257 oraz 65537 bokéw rowniez daja sie skonstruowaé
z wykorzystaniem okregéw Carlyle’a. Fizyczny model wymagalby jednak bardzo
doktadnego oraz bardzo duzego cyrkla. O ile konstrukcja pieciokata wymaga
zaledwie jednego okregu Carlyle’a, a konstrukcja siedemnastokata czterech, to
konstrukcja 257-kata wymaga 24 okregdéw; jeden z nich jest rozwiazaniem
réwnania 2% +z — 64 = 0 (a wiec ma promien kilkadziesiat razy wickszy niz
okrag jednostkowy, na ktérym budowany jest wielokat). W przypadku
65537-kata jeden z okregéw bedzie stowarzyszony z rownaniem

2?2 + 2 — 8192 = 0. W 1991 roku stwierdzono, ze liczba wymaganych w tym celu
okregéw nie przekracza 1332 (!). Dokladna i wystarczajaca ich liczba nie jest
niestety znana autorowi artykutu.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1465. Czy istnieje przekroj dwudziestoscianu foremnego plaszczyzna
przechodzacy przez jego srodek, bedacy jedenastokatem?
Rozwiazanie na str. 17

M 1466. Czy istnieje co najmniej 5-elementowy zbidr okregéw na plaszczyznie,
taki, ze kazde trzy okregi ze zbioru maja punkt wspdlny, ale nie istnieje punkt
wspOlny wszystkich okregéw ze zbioru?

Rozwiazanie na str. 14

M 1467. Czy mozna pociaé¢ na plytki o wymiarach 1 x 2 () figure
przedstawiong na rysunku 17
Rozwiazanie na str. 5

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 885. Do wahadla AB o dtugosci L z kulka o masie M podwieszono wahadlo
BC z kulka o masie m (rys. 2). Punkt zawieszenia A wykonuje poziome drgania
o okresie T'. Znalezé dtugo$é nici BC, jezeli wiadomo, ze ni¢ AB podczas wahan
wahadta zachowuje caty czas kierunek pionowy.

Rozwiazanie na str. 24

F 886. Kamera rejestrujaca f = 24 obrazy na sekunde sfilmowano drgania
wahadla matematycznego. Jeden pelny okres wahan zajmuje N = 48 kadrow.
Dtugo$é obrazu wahadla na kliszy filmowej wynosi L' = 10 mm. Ogniskowa
obiektywu kamery wynosi F' = 70 mm. Z jakiej odlegtosci D sfilmowano

wahadto?
Rozwigzanie na str. 23
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