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Gdyby taki podzial byl mozliwy

i wymagal np. 100 lub 1000 kawalkéw,
to tego rodzaju ukladanki znalibySmy
zapewne z poélek sklepowych.

Rys. 1

Gdyby mozliwe bylo ,podwojenie
szescianu” zwyklymi nozyczkami, mozna
by pokroi¢ sztabke zlota tak, by

z otrzymanych czesci zlozyé sztabke
dwukrotnie wigkszg.

Lepiej znana wersja paradoksu
Banacha—Tarskiego orzeka, ze mozna
roztozy¢ kule na pigé czedci i ztozyé
z nich dwie kule takie same, jak
wyjsciowa.

Nozyczki matematyczne Joanna JASZUNSKA

Jedna z najstynniejszych niemozliwych rzeczy w matematyce jest konstrukcja
samym cyrklem i linijka kwadratu o polu réwnym polu danego kota. Problem ten,
zwany kwadraturg kola, rozwazano juz w starozytnej Grecji, ale rozwiazano go,
czyli udowodniono niekonstruowalnosé, dopiero w XIX wieku.

Twierdzenie Wallace’a—Bolyaia—Gerwiena orzeka, ze dowolny wielokgt
mozna pocigé nozyczkami na skonczenie wiele kawalkéw, a nastepnie ulozZyé z nich
dowolny inny wielokat o tym samym polu. Moze da si¢ wykonaé tego rodzaju
ykwadrature kota”?

Czy mozna tak pocigé kolo nozyczkami na skonczenie wiele czesci, by
nastepnie ulozy¢ z nich kwadrat?

Pokazemy, ze nie jest to mozliwe. Rozetnijmy koto nozyczkami na skonczenie
wiele czesci. Mozna przyjaé, ze kazdy fragment brzegu kazdego z obszaréw jest
»porzadny”: wypukly, wklesty lub prosty i ze ma okreslong dlugosé. Niech

w kazdej czesci tak podzielonego kola mieszka krasnoludek. Kazdy

z krasnoludkéw maluje od swojej strony plot otaczajacy jego teren: na kolorowo
fragmenty wypukle, na szaro — wklesle, na czarno — proste (rys. 1).

Zauwazmy, ze jesli fragment plotu jest z jednej strony czarny, to jest czarny
rowniez z drugiej strony. Z kolei jesli krasnoludek pomalowal czesé ptotu na szaro,
to jego sasiad pomalowal te cze$¢ od swojej strony na kolorowo. I na odwrét,

za wyjatkiem fragmentéw plotu ograniczajacych cate koto, ktore sa pomalowane
tylko z jednej strony, na kolorowo. Stad laczna dlugos$¢ wszystkich kolorowych
czedci plotu jest wigksza od tacznej dlugosci szarych czesci wlasnie o obwéd kota.

Przypu$émy, ze mozna z rozwazanych kawaltkéw kota ulozyé kwadrat. Jego brzeg
jest prosty, wiec aby czesci wewnatrz do siebie pasowaly, musiataby by¢ taka sama
taczna dlugosé kolorowych i szarych fragmentow ich brzegoéw, sprzecznie

7 powyzsza obserwacja. Wobec tego nie da sie wykonac takiej , kwadratury kota”. [

W obliczu poniesionej porazki, siggnijmy po silniejsze narzedzie — ,nozyczki
matematyczne”. Réznig sie one od zwyklych tym, ze pozwalaja dzieli¢ figure

na dowolne podzbiory, rowniez te niemozliwe do wyciecia zwyklymi nozyczkami, jak
pojedyncze punkty, odcinki etc. Uwzgledniamy przy tych podziatach przynalezno$é
wszystkich punktow figury, rowniez tych z ewentualnych linii podziatu.

Czy mozna tak podzieli¢ kolo na skonczenie wiele czesci, by nastepnie
ulozy¢ z nich kwadrat?

Pytanie to postawil w 1925 roku Alfred Tarski, a odpowiedzi udzielit
Miklés Laczkovich w roku 1990. Udowodnil on, ze taka ,kwadratura kota” jest
mozliwa przez podzial kota na. .. mniej wiecej 10°° czesci!

W starozytnej Grecji rozwazano réowniez inny stynny problem — podwojenie
szescianu, czyli konstrukcje szedcianu o objetosci dwukrotnie wiekszej od danego
szeScianu. Ona réwniez okazala sig niemozliwa do wykonania cyrklem i linijka.

Czy mozna podzieli¢ szeScian na skonczenie wiele czeSci i zbudowaé
z nich sze$cian o dwukrotnie wiekszej objetosci?

Na podzialy zwyklymi nozyczkami (lub nozem) nie ma co liczyé, bowiem
zachowuja one objetosé figur, a my objetosé chcemy podwoi¢. Wydawaé by sie
mogtlo, ze z tego wlasnie powodu zadany podzial szescianu w ogdle nie jest mozliwy.

Jedna z wersji stynnego paradoksu Banacha—Tarskiego méwi, ze dla dowolnych
dwéch ograniczonych podzbioréw R3 o niepustym wnetrzu, jeden mozna tak podzielié
na skonczenie wiele cze$ci, by zloZyc z nich drugi. Mozna zatem podzielié¢ szescian
na skonczenie wiele fragmentéw, a nastepnie zbudowacé z nich szeScian o objetosci
dwukrotnie wigkszej. Wszystko dzigki temu, ze ,nozyczkami matematycznymi”
(tym razem w wersji tréjwymiarowej) da sie wycinaé przedziwne zbiory,

takze np. niemierzalne. Z takimi nozyczkami niemozliwe staje si¢ mozliwe!
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