w

Rozwigzanie zadania M 1466.
Odp. Nie!

Przypusémy, ze istnieje taki zbiér W.
Woéwecezas istnieja w tym zbiorze okregi
w1, ws,ws, ktére maja punkt wspdlny A,
oraz okrag w, ktéry nie przechodzi przez
A. Oznaczmy punkty wspdlne, rézne

od A, okregéw wi i wa, wo i ws,

ws 1 wy, odpowiednio przez

B, C oraz D. Wéwczas w przechodzi
przez wszystkie te punkty.

Rozwazmy piaty okrag w’ ze zbioru W.

Musi on przechodzi¢ przez A lub B
(poniewaz sa to jedyne punkty wspdlne
okregéw wi i wa). Podobnie okrag w’
musi przechodzi¢ przez co najmniej jeden
z kazdej pary punktéw sposréd A, B,

C i D. Stad w’ przechodzi przez

co najmniej trzy z tych punktéw. To jest
jednak niemozliwe, bo kazda taka tréjka
wyznacza jednoznacznie jeden z okregéw
w1, W2, W3, W.

Na tytul sktadajag sie stowa

$p. Tadeusza Chrostka — kuglarza
z Bytomia — mojego mistrza sztuk
tajemnych.

*Patac Mlodziezy w Katowicach

Poziom morza na Marsie

Lubig¢ sobie wyobrazaé, ze w przysztosci na skolonizowanym przez Ziemian
Marsie bedzie mozna wybraé sie na wycieczke, np. trekking na gére Olimp
réwnie tatwo jak obecnie w Tatry. Olimp (Olympus Mons) jest olbrzymim
wygaslym wulkanem tarczowym o wysokosci prawie 22 km ponad poziom morza.
Jest zatem ponad dwukrotnie wyzszy niz Mount Everest, a jego rozmiar

u podstawy jest podobny do rozmiaru Polski.

Chwileczke — méglby tu zglosi¢ uwage Czytelnik Trzezwo Mys$lacy — o ile mi
dobrze wiadomo, na Marsie nie ma morza, wiec w jaki sposéb wyznacza sie jego
poziom? To dobre pytanie: poziom, od ktérego mierzy sie na Marsie wysokosci,
jest w konkretny sposéb zdefiniowany, a definicji byto w historii badan Marsa
co najmniej dwie.

W pierwszych latach pionierskich badan Marsa, od czaséw sondy Mariner 9

do okoto 2001 roku, poziom marsjanskiego morza okreslal punkt potréjny wody.
Jest to miejsce na diagramie fazowym, w ktorym 16d, woda w stanie ciekltym

i para wodna moga wspdélistnie¢ w rownowadze termodynamicznej,

w temperaturze nieco powyzej 0 °C (dokladnie 0,01 °C, czyli 273,16 K)

i cidnieniu 611,73 Pa. Rozumowanie naukowcéw bylo niezwykle proste: dla
cisnien mniejszych od krytycznego 611,73 Pa woda nie moze istnie¢ w stanie
cieklym, zatem o istnieniu morza nie moze tez by¢ mowy. Cisnienie punktu
potrojnego wody jest w przyblizeniu rowne $redniemu marsjanskiemu ci$nieniu
atmosferycznemu przy powierzchni. Miejsca o ciSnieniu odpowiadajacym wtasnie
ci$nieniu punktu potréjnego wody moga wiec odpowiadaé powierzchni
hipotetycznego oceanu. Definicja powierzchni okreslajacej punkt zerowy
marsjanskiej areografii za pomoca aeroidu (powierzchni wyznaczonej przez cechy
atmosfery) wydaje mi sie wiec calkiem elegancka.

Druga, nowoczesniejsza definicja uzywana po 2001 r., czyli od czaséw misji Mars
Orbitera (eksperyment MOLA, Mars Orbiter Laser Altimeter) do zdefiniowania
poziomu morza uzywa nieco bardziej ,przyziemnej” konwencji. Skoro wszystkie
miejsca na powierzchni oceanu muszg mie¢ ten sam potencjal grawitacyjny
dyby tak nie bylo, woda przeplywaltaby z miejsc o wyzszej energii do miejsc
izszej energii), to za poziom odniesienia na powierzchni Marsa mozna przyjaé
wierzchnie ekwipotencjalna odpowiadajaca $redniemu promieniowi réwnika
uwzglednieniem poprawek zwiazanych z rotacja Marsa).
Michal BEJGER

Logarytm — logika i rytm?
Adam KOLANY”™

Dodawanie jest tatwe. Kazdy sie z tym zgodzi. Ot, zapisujemy dodawane liczby
jedna pod druga, dodajemy kolejne cyfry, baczac na przeniesienia i to wszystko.
Gorzej jest z mnozeniem. Wyznaczenie iloczynu liczby n-cyfrowej przez liczbe
m-cyfrowa, gdzie m > n, wymaga co najmniej dodania n liczb o okoto

m + n cyfrach kazda. Zajmuje to duzo miejsca, czasu. Latwo sie pomyli¢.
Zastanéwmy sie zatem, czy nie daloby sie jako$ tak ,zakodowadé” liczb, aby
zamiast mnozy¢ liczby jako takie, dodawac ich kody, a nastepnie wynik
odkodowaé, dostajac iloczyn. Innymi stowy, pytamy o istnienie funkcji

k: R — R, ktéra spelnia zwigzek:

(*) k(z-y) = k() + K(y), =,y
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No tak, ale juz na pierwszy rzut oka widac, ze jedyna taka funkcja jest funkcja
stale réwna zeru. Bo przeciez k(z) + k(0) = x(x - 0) = k(0), skad x(z) = 0 dla
dowolnego .

Hmm. .. To moze ztagodZzmy nieco nasze wymagania? Wladciwie po co mamy
kodowaé zero? W konicu wszyscy wiedza, jak sie przez nie mnozy? Wiecej —
wystarczy takie kodowanie znalezé tylko dla liczb dodatnich — przeciez wiemy,
jak znak iloczynu zalezy od znakéw czynnikow.

Tak wiec szukamy funkcji x: (0, +00) — R, ktéra spelnia zwiazek (x) i ktora
nie jest stale rowna zeru. Wiecej, szuka¢ bedziemy takiego x, ktore jest ciagte,
czyli ktére dla bliskich wartosci argumentéw przyjmuje bliskie wartosci i to

w dodatku tak, aby dokladno$cia tego przyblizenia mozna bylo ,sterowac”.

Bez zalozenia ciaglosci réwnanie () Z warunku (x) latwo dostajemy
nie ma jednoznacznego rozwiazania.
Dokladniej rzecz ujmujac, istnieje (*1) H(%) = _H(x) dla x > 0, oraz

nieprzeliczalnie wiele rozwigzan tego N .
réwnania, wéréd ktérych dokltadnie jedno (*2) K(LL' ) =T Ii({ﬁ) dlaz>0irel
jest ciagle. Te nieciagle sa jednak bardzo

paskudne. Wraz z warunkiem (*;) otrzymujemy, ze (x3) zachodzi dla x > 0 oraz
r catkowitych. Dalej, jesli r € Q, to r = % dla pewnych k € Z, l e N, [ # 0
i wowezas k - k(z) = k(a®) = k((x 7)) = - k(zT), skad k(zT) = ko k()

dla > 0. Czyli (%3) zachodzi dla z > 0 oraz r wymiernego. Poniewaz kazda
liczbe niewymierna mozna z dowolna dokladnoscia przyblizaé liczbami
wymiernymi, postulowana wczesniej ciaglos¢ funkcji x pozwala wywnioskowad,
ze r6wno$é (x9) zachodzi dla dowolnej liczby rzeczywistej r.

Z zalozen, jakie nalozyliSémy na x, mozna latwo wywnioskowaé, ze (1) = 0.
Zauwazmy, ze 1 jest jedyna taka liczba, dla ktérej x sie zeruje. Przypuéémy
bowiem, ze dla pewnego a # 1 zachodzi k(a) = 0. Niech dalej > 0. Poniewaz
funkcja wyktadnicza o podstawie a > 0, a # 1 przyjmuje wszystkie dodatnie
wartosci, wiec istnieje takie w, dla ktorego a® = z. Stad jednak

k(z) = k(a™) = w - k(a) = 0, co przeczy zalozeniom o k.

Udowodniona wtasnie obserwacja implikuje w prosty sposéb réznowartosciowosé
funkcji k. Zaldézmy bowiem, ze k(z) = k(y), wéwczas n(%) = k(z) — k(y) =0,
skad wtasnie % =1, czyli x = y. Co wiecej, jedyno$¢ miejsca zerowego funkcji k
wraz z ciaglodcia tej ostatniej (a dokladniej z faktem, ze ma ona wlasnosé
Wlasnoéé Darbous Darboux) implikuje monotonicznosé tej funkeji. Niech bowiem 0 < = < y
Obraz przedzialu jest przedziatem, czyli : 2 _y _ v 4t :
josols funtaia f ohredlons na prscdziale 1 0<z < . quc?a/s dla =56 =7 > 1 wartodci Ii(’C}) i /4:(62? 52 tego saInego
przyjmuje dwie rézne wartosci f(a) i f(b) znaku (inaczej jakie$ ¢ miedzy ¢; 1 co zerowaloby warto$é k, co nie jest mozliwe).

w punktach a i b swojej dziedziny, to 4 s 2 2
Dragimmie takie kagdy wartodé smmidujacy 1O 285 dowodzi, ze l?qdz n(x) < k(y), /{(z) < /s(v)., baddlz .KJ(’U) < K(2), k(y) < k(x),
sie pomiedzy f(a) i f(b) w jakims co wobec dowolnosci x,y,v i z dowodzi monotonicznosci k.

punkcie migdzy a i b. Wlasnos¢ ta
przysluguje funkcjom ciaglym, ale takze  Zalozyliémy, ze x nie jest stale réwna zeru, co oznacza, ze istnieje ¢ > 0, dla
pochodnym funkcji rézniczkowalnych. 4 . . 1 . . . 1\ -

ktérego r(c) # 0. Poniewaz r (1) = —x(c), jedna z liczb r(c) i k(1) jest
dodatnia, a druga ujemna. OczywiScie, mozemy bez straty ogélnosci zalozy¢, ze
() (b, f0)  to wlasnie k(c) > 0. Teraz, skoro x(c) > 0, istnieja takie wymierne a, 3, dla
ktérych o - k(c) < 1 oraz 3 - k(c) > 1, skad k(c®) < 1 < x(c?). Poniewaz & jest
ciagla, spelnia ona wlasnos¢ Darboux, a stad wynika, ze istnieje taka warto$é¢ o

(a; f(a))

f(a) pomiedzy ¢® oraz ¢?, dla ktérej x(d) = 1. Zauwazmy przy tym, ze jedli 6 > 1, to
# jest funkcja rosnaca, bo wowczas dla 2 < y, mamy £ > 1, skad wynika, Ze
y

r(%) oraz k(8) =1 sa tego samego znaku, czyli £(y) — k(z) = k(%) > 0, co
oznacza, ze k() < k(y).

Teraz wlasciwie wszystko staje sie jasne. Niech bowiem x > 0, woéwczas
r(x) = (8) - r(z) = K(E™),
a stad z réznowartoéciowoéci x dostajemy x = %),
,Ksiega kodéw”, stuzaca przekodowaniu  Innymi stowy, x(x) jest ta potega liczby ¢, ktérej wartoscia jest x. Taka liczbe

czynnikéw na sktadniki, jest tablica - 9 s
logarytmiczna, a ,masayna” do togo nazywamy ,logarytmem z x przy podstawie 0” i oznaczamy symbolem logs(z).

stuzaca — suwak logarytmiczny. Ale przeciez o tym wszyscy wiedza — w koncu uczy sie tego w szkolach. ..

PS. Serdecznie dziekuje dr. Tomaszowi Bielaczycowi za cenne uwagi, ktére przyspieszyly
ukonczenie tego tekstu.
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