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Zamalujmy na przezroczystej kartce p kolo x ograniczone okregiem o. Nad kartka p
umiesémy punktowe zrédto Swiatta S w taki sposéb, by na pewno nie znajdowalo sie
ono bezposrednio nad érodkiem okregu o. Pod kartke p podlézmy réwnolegla do niej
kartke g — nietrudno przekonaé sie, ze koto k bedzie rzucato na ¢ cien w ksztalcie
kota. Wyobrazmy sobie teraz, ze ze §rodka o wystaje maszt i niech A, B beda
punktami przeciecia okregu o z przedluzeniem cienia masztu. Miedzy kartki p i ¢
wstawmy teraz na chwile kartke r, prostopadla do dwusiecznej kata < ASB

— wowcezas k rzuca na r cien w ksztalcie elipsy, ktorej srodek symetrii wyznaczany
jest przez przeciecie r ze wspomniana dwusieczna (rys. 5). W tej sytuacji, jesli
przymocujemy S do punktéw A i B kartki p i tak powstala, sztywna konstrukcje
obr6émy o 180° woko6t dwusiecznej kata ASB, to cien k na r nie ulegnie zmianie
(rys. 6). Poniewaz ciefi kK na ¢ mozemy traktowaé jako cief cienia k na r, a ten
ostatni sie nie zmienil, wiec kolo kK w nowym polozeniu réwniez rzuca na ¢ cien

w ksztalcie kota.

Przypusémy teraz, ze udato sie nam wyznaczy¢ srodek okregu o przy uzyciu samej
linijki. Poprosmy kolege z tawki, by zastosowal ten sam przepis dla cienia okregu o
na kartce q. Ze wzgledu na bogate do$wiadczenie w niesamodzielnej pracy kolega
szybko zorientowal sie, ze wystarczy wykonywaé ,cienie” operacji przeprowadzanych
przez nas na okregu o. W tej sytuacji uzyskany przez niego kandydat na srodek
cienia okregu o okaze sie cieniem skonstruowanego przez nas srodka tego okregu.
Niestety, obaj nie mozemy mieé racji, gdyz cien srodka odcinka AB z pewnoscia
nie jest srodkiem cienia tego odcinka, do czego powinien przekonaé¢ nas rysunek 7.
Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ srodka okregu,
poshugujac sie wylacznie linijka. Nasze wczeéniejsze konstrukcyjne niepowodzenia
zostaly wiec usprawiedliwione — niemoznosé ma jednak swoje dobre strony.

Klopoty z komunikacja
Wojciech CZERWINSKI

»W takich Niemczech to maja dobre drogi, a w Polsce. .. No c¢6z, $redni czas
potrzebny na przejazd np. z Warszawy do Rzeszowa jest stanowczo za dlugi.”
Wielu Czytelnikéw zapewne zgodzi sie z tym stwierdzeniem lub doda, ze jest

zbyt eufemistyczne, inni za$ powiedza, ze przeciez nie jest znowu az tak zZle. Z kolei
kto$ moze konstruktywnie zaproponowaé, zeby zamiast zastanawiaé sie, jak jest,
zastanowic sie, co zrobié, by bylo lepiej. , Jak to co? Nic prostszego — trzeba zaczaé
budowaé nowe drogi!” — chcialoby sie odpowiedzie¢. Wydaje sie, ze to naturalne
rozwigzanie, ktére powinno poprawié¢ nasza sytuacje. Spojrzmy jednak na problem
od strony matematycznej, by przekonaé sie, ze nie zawsze musi to by¢ prawda.

Rozwazmy nastepujacy, hipotetyczny Problem Kierowcy Tira. Powiedzmy, ze

z Warszawy do Rzeszowa moze on jecha¢ na dwa sposoby: albo przez Lublin, albo
przez Radom. Droga z Warszawy do Lublina jest szeroka, ale dluga; jedzie sie nig
zawsze 100 minut. Natomiast droga z Warszawy do Radomia jest krétka, ale
waska, wiec czas przejazdu istotnie zalezy od natezenia ruchu na tej drodze.

Na nasze potrzeby przypu$émy (do$é nierealistycznie), ze jesli jedzie nia
jednoczesnie n tirow, to czas przejazdu dla kazdego z nich wynosi n minut.
Analogiczna sytuacja ma miejsce dla dojazdu do Rzeszowa. Tyle ze teraz podréz
z Radomia do Rzeszowa zawsze trwa 100 minut, a z Lublina do Rzeszowa n minut,
jesli droga jedzie n tiréw. Przypu$émy teraz, ze codziennie z Warszawy

do Rzeszowa jedzie 100 tirow. Jesli wszystkie jechalyby przez Lublin, to czas
przejazdu dla kazdego z nich wyniéstby 100 + n minut, gdzie n = 100, czyli

w sumie 200 minut. Analogicznie, gdyby wszystkie tiry pojechaly przez Radom.
Jednak gdyby polowa tiréw pojechala przez Radom, a druga potowa przez Lublin,
to czas przejazdu dla kazdego z nich zmniejszytby si¢ do 150 minut, i tatwo
wykazaé, ze byloby to optymalne rozwiazanie. Powinno wiec powstac
Stowarzyszenie Kierowcéw, ktore dbatoby o to, zeby codziennie doktadnie potowa
kierowcow jechata przez Radom, a druga potowa przez Lublin.
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Chodzi o tego samego Johna Nasha,
ktéry zostal przedstawiony w filmie
Piekny umysl. Za swoje pionierskie
badania nad teorig gier zostal nagrodzony
w 1994 roku Nagrodag Nobla z ekonomii.

Jako ze przewdz towaréw z Warszawy do Rzeszowa okazal si¢ jednym z filaréw
naszego przemystu, GDDKiA postanowila poprawi¢ sytuacje kierowcow. W tym celu
pomiedzy Radomiem a Lublinem zbudowana zostala droga (niesamowicie) szybkiego
ruchu, ktora, dzieki wykorzystaniu najnowszych technologii, oferuje natychmiastowy
przejazd w czasie 0 minut. Niestety, projekt ten nie zostal skonsultowany

z zadnymi ekspertami-matematykami, co okazalo sie fatalne w skutkach.

Zastanéwmy sie, jak wybudowanie nowej drogi wplyneto na sytuacje kierowcow.
Poniewaz przejazd pomiedzy Radomiem a Lublinem jest natychmiastowy, to droge
z Warszawy do Rzeszowa mozna w praktyce podzieli¢ na dwa odcinki: z Warszawy
do Radomio-Lublina oraz z Radomio-Lublina do Rzeszowa. Jasne jest, ze

na pierwszym odcinku bardziej optaca sie jechaé¢ droga, ktéra zajmuje n minut, niz
ta, ktéra zajmuje 100 minut, bo zawsze n < 100. Na drugim odcinku jest tak samo.
A zatem najprawdopodobniej wszyscy kierowcy, nie zwracajac uwagi na zalecenia
Stowarzyszenia Kierowcow, pojada trasa Warszawa—Radom—Lublin—Rzeszéw,

co zajmie kazdemu z nich n 4+ 0 + n = 200 minut! Co wiecej, zaden

z kierowcéw nie bedzie zatowal swojej decyzji, bedzie bowiem myélal tak: ,,gdybym
pojechal z Warszawy na Lublin, a nie na Radom, to zamiast n = 100 minut

waska droga jechalbym, tak czy siak, 100 minut, tyle ze szeroka droga”. Co prawda
wtedy jego koledzy przejechaliby trase Warszawa—Radom w 99 minut, wigc moze
jeden z kierowcéw dalby sie przekonaé¢ do zmiany trasy, ale kolejni z pewnoscia nie
(gdyz pogarszaliby oni swéj czas przejazdu z n = 99 minut na 100 minut).

Wigc jak to — wybudowaliémy nowa droge i w praktyce czas przejazdu

wydluzyl sie? Niestety, tak wlasnie jest! A to dlatego, ze kazdy z kierowcéw

dziala na wlasna korzys¢ i w ten sposéb szkodzi innym kierowcom. Widaé, ze
warto czasami konsultowaé sie z matematykami w sprawach z pozoru z matematyka
niezwiazanych. A Ze zjawisko nie jest czysto wydumane, $wiadcza rzeczywiste
sytuacje. W Stuttgarcie w 1969 roku inwestycje drogowe doprowadzity do istotnego
pogorszenia przejezdnosci centrum, w Nowym Jorku zas w 1990 roku zaobserwowano
efekt odwrotny: zamkniecie 42. ulicy spowodowato zwickszenie ptynnoéci ruchu.
Oba zdarzenia ttumaczy sie paradoksem Braessa, bo tak wlasnie (od nazwiska
niemieckiego matematyka Dietricha Braessa) nazywa sie omawiany przez nas efekt.

Paradoks Braessa jest dobra ilustracja zastosowania teorii gier. Opisana

sytuacja jest szczegdlnego rodzaju gra, w ktérej graczami sa kierowcy rywalizujacy
(a czasem wspdlpracujacy), aby uzyskaé jak najkrétszy czas przejazdu.

Ich strategiami za$ sa rézne wybory drog. Sytuacja, w ktorej zadnemu z kierowcow
nie oplaca sie zmieni¢ swojej strategii, nazywa sie réwnowaga Nasha. Okazuje

sie, ze w naszej grze réwnowaga Nasha nie musi dawaé¢ optymalnego rozwiazania.
Co wiecej, po zbudowaniu dodatkowej drogi nowa rownowaga Nasha moze daé
jeszcze gorsze rozwiazanie. Teoria gier zna duzo wiecej przykladow, gdy egoistyczne
dziatanie prowadzi do sytuacji niekorzystnych spotecznie, jednym z najbardziej
znanych jest dylemat wieZnia (pisaliSmy o nim m.in. w Delcie 5/2015).

Powyzszy przyklad rodzi pytanie o to, jak bardzo moze nam zaszkodzi¢
nieprzemyslane budownictwo drég. Czy moze sie okazaé, ze na skutek inwestycji
GDDKIA czas przejazdu z Warszawy do Rzeszowa wydluzy sie np. dwa albo pieé
razy? Na szczescie nie! Przy zalozeniu, ze czas przejazdu dla kazdego odcinka
drogi jest liniowa funkcja natezenia ruchu (czyli jest postaci an + b, gdzie n to
liczba kierowcéw, a a i b to ustalone liczby rzeczywiste), mozna wykazaé, ze
sytuacja moze zosta¢ pogorszona co najwyzej o jedna trzecia, czyli tak, jak ma to
miejsce w naszym przykladzie (ze 150 minut na 200). Jak to wykazano — to juz
zupelnie inna historia. Co ciekawe, za sformulowanie problemu, rozwigzanie go
oraz kilka wynikéw w poblizu przyznano w 2012 roku bardzo prestizowa nagrode
Godla za wybitne osiggniecia w dziedzinie informatyki teoretycznej.

Okazuje sie réwniez, ze nasze rozwazania maja zwigzek z informatyka. Smiato
mozna sobie wyobrazié¢, ze zamiast miast mamy systemy komputerowe, ktore
przesylaja miedzy soba nie tiry, a informacje i nie po drogach, ale laczami

o pewnych przepustowosciach — a efekty jak w paradoksie Braessa moga by¢
identyczne. Jak widaé¢, matematycy, przynajmniej niektorzy, zajmuja sie wciaz
pytaniami, ktére kazdy z nas moze zrozumieé i sg istotne w praktyce.
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