Jakich wielo$cian6w nie ma, a jakie sg?

Kubus Fatalista, bohater ksigzki Denisa Diderota,
spotkal pewnego razu rozpaczliwie placzace dziecko.
Na pytanie, co mu si¢ stalo, odpowiedzialo, ze kazano
mu powiedzie¢ A. C6z w tym zlego? — dopytywal sie
Kubus. — Bo jak powiem A, to kaza mi powiedzie¢ B —

Ludzie sa jednak optymistami i pot wieku temu
moéwiliby raczej o tym, ze gdy wejdzie sig¢ na kilka
szczebli drabiny, to ma sie ogromng ochote wchodzié
dalej. A dzi$ zapewne byloby o tym, ze gdy zaliczy sie
pewien poziom gry komputerowej, to przechodzi si¢

poskarzyl sie malec.
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Diagramy Schlegela wielo$cianéw
foremnych

do nastepnego.

Tu bedziemy si¢ jednak trzymaé wersji Diderota.

A Wykazaé, Ze nie ma wieloScianu o siedmiu krawedziach.

Jesli wielodcian ma choé¢ jedng $ciane czworokatna, to ma co najmniej osiem
krawedzi, bo z kazdego wierzchotka tego czworokata wychodza co najmniej

trzy krawedzie, z czego dwie do sasiednich wierzchotkéw. Jeszcze wigcej
»brzymusowych” krawedzi bedzie, gdy ktoras ze écian bedzie miala wiecej

niz 4 boki. Zostaly nam wielo$ciany o wszystkich Scianach tréjkatnych. Jesli tych
$cian jest n, to krawedzi jest 3n/2 (bo kazda laczy dwie $ciany), a taka liczba
nie chce by¢ rowna 7.

B Istnieje wieloScian o k krawedziach dla kazdego k wiekszego od 7
i dla k rownego 6.

Dla k parzystych taki jest np. ostrostup o podstawie (k/2)-katnej. Jesli
natomiast obetniemy troszke jeden z wierzchotkéw przy podstawie, to liczba
krawedzi zwiekszy sie o 3, a wiec otrzymamy wszystkie liczby nieparzyste,
poczynajac od 9.

C Jakie sq jeszcze ograniczenia na liczbe w — wierzcholkow, s — $cian
1k — krawedzi?

Poniewaz dowolne trzy punkty leza na jakiej$ plaszczyznie, wiec w > 4. Ale
woéwcezas réwniez s > 4. O liczbie k juz bylo. Liczby te sa zwiazane jeszcze
zalezno$ciami 3s < 2k i 3w < 2k, bo kazda krawedz nalezy do dwoch Scian,
a Sciany te sa co najmniej tréjkatne; podobnie kazda krawedz taczy dwa
wierzchotki, a z kazdego z nich wychodzi ich co najmniej trzy.

D Czy istnieje tylko jeden wieloScian o danych w, s, k?

Oczywiscie nie. Na przyklad szesScian i czworoscian z dwoma obcietymi rogami
maja te same w =8, s =6, k = 12.

E Dalej bedziemy zajmowali si¢ wieloScianami wypuklymi. Wieloscian taki
mozna okresli¢ w ten sposob, ze gdyby dowolna z jego Scian byla przezroczysta,
to mozna byloby tak zblizy¢ do niej oko, ze przez nia widzialoby sie wszystkie
inne $ciany. Taki widok nazywa sie diagramem Schlegela.

Skoro litera jest E, to teraz wzor Eulera: w + s = k + 2.

Korzystajac z diagramu Schlegela, wzoér ten uzasadni¢ nietrudno. Na poczatek
uznajmy to, co lezy dokola diagramu, tez za jego $ciane — trzeba tak zrobié, by
diagram mial tyle Scian, co wielodcian, z ktérego powstal. A teraz bedziemy
usuwali z niego krawedzie i wierzchotki, przestrzegajac tego, by nie podzielié
diagramu na roztaczne czesci: stale powinno by¢ mozliwe dotarcie

po nieusunietych jeszcze krawedziach do kazdego z nieusunietych dotad
wierzchotkéw.

A sposoby sa dwa:

1. gdy po obu stronach krawedzi sa rézne Sciany (na poczatku w diagramie
kazda z krawedzi ma te wlasnosé) — usuwamy ja, zostawiajac konczace ja
wierzchotki;

2. gdy krawedz konczy si¢ wierzchotkiem, z ktérego nie wychodzi procz niej
zadna inna krawedz — usuwamy ja wraz z tym wierzchotkiem.



Rozwigzanie zadania M 1467.
Odp. Nie!

Zatézmy przeciwnie, ze udato si¢ pociaé
naszag figure. Woéwczas jedno z cieé
musiato przebiegaé¢ po poziomej osi
symetrii figury, poniewaz kazda potowa
figury zawiera parzysta liczbe pol.
Pokolorujmy pola figury jak standardowa
szachownice (kazde pole biale sasiaduje
z polami czarnymi, a pole czarne —

z bialymi). Poniewaz kazdy fragment

1 X 2 zawiera jedno pole biale i jedno
czarne, to réznica miedzy liczbag pdl
biatych i czarnych w kazdej polowie
figury powinna byé réwna zero,

a w naszym przypadku wynosi 4.

Przypadek pierwszy zmniejsza o jeden liczbe krawedzi i liczbe Scian. Przypadek
drugi — o jeden liczbe krawedzi i liczbe wierzchotkéw. Zatem w obu przypadkach
odejmujemy po jedynce od obu stron wzoru Eulera.

A poniewaz w ten sposéb mozemy po kolei usunaé wszystkie krawedzie
(sprawdzcie!), wiec na koficu zostanie nam jeden wierzcholek i ,otaczajaca go”
Sciana. A poniewaz 1 + 1 = 0+ 2, wiec wzér Eulera zostal udowodniony.

Mozna za jego pomoca oszacowac liczbe $cian i wierzchotkéw z drugiej strony.
W C stwierdzilismy, ze 3w < 2k. Wstawiajac to do wzoru Eulera, otrzymujemy
%k+s > k42, czyli s > %k—&—Q; podobnie w > %k+2.

F Przy odcinaniu wierzchotkéw, w ktérych zbiegaja sie 3 krawedzie (robiliSmy
to juz pare razy) — nazwijmy to operacja OD — liczba krawedzi roénie o 3, liczba
wierzcholkéw o 2 (bo 3 przybyly, a jeden ubyt) i liczba $cian o 1.

Przeciwna operacja: dobudowywanie na tréjkatnej $cianie ostrostupa (uzasadnij,
ze mozna to zrobié, nie psujac wypuklosci!) — operacja DO — zwigksza liczbe
krawedzi o 3, liczbe wierzchotkéw o 1 i liczbe $cian o 2 (znéw 3 — 1).

Do wieloscianu majgcego w wierzchotkow, s Scian © k krawedzi udato sie
zastosowacé m operacji OD i n operacji DO. Ile teraz ma on wierzcholkéw, Scian
1 krawedzi?

Prosty rachunek daje w’' =w+2m+mn, s =s+m+2n, k' =k + 3m + 3n.

G (twierdzenie Steinitza) Jesli liczby w, s, k spelniajg warunki w + s = k + 2,
3w < 2k 1 3s < 2k, to istnieje wieloScian majgcy w wierzcholkow, s Scian
1 k krawedzi.

Dla dowodu wygodnie bedzie przyjac, ze k = 3q¢ — r, gdzie r to 0, 1 lub 2.

Z nieréwnoéci uzyskanych na koniec E mamy w > ¢+ 2 — %r is>q+2— %r.
Zatem (poniewaz %r < 1) mamy w>q+21is>q+ 2,z czego wynika, ze liczby
m=w-—q—2in=s—q— 2 s3 nieujemne i nadaja si¢ na krotnosci operacji
OD i DO.

Inaczej: w=m+q+21is=n+q+ 2. Z wzoru Eulera mamy wiec
m+q+24+n+q+2=3¢q—r+2,czylig=2+r)+m+n.
Podstawiajac to zamiast ¢, otrzymujemy

w=@A+r)+2m+n, s=@A+r)+m+2n i k=(6+2r)+3m+3n.

Stad twierdzenie bedzie dowiedzione, gdy wskazemy wieloscian, w ktérym
w=s=44rik=64 2r. Ale taki jest ostrostup o podstawie tréj-, czworo- lub
pieciokatnej. Sa w kazdym z nich $ciany tréjkatne (to te boczne) i wierzcholki
tréjécienne (przy podstawie), wiec mozna stosowaé¢ OD i DO.

I I Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by istnial wielo$cian majgcy
w wierzchotkow i s Scian, sq nieréwnodci w < 2s —4 1 s < 2w — 4.

Oczywiscie, nalezy to twierdzenie sprowadzi¢ do poprzedniego, a w tym celu
wystarczy porachowaé, ze — gdy jest spelniony wzér Eulera — nieréwnoéci z C sa
réwnowazne nieréwnosciom w sformutowaniu tego twierdzenia.

I I co dalej? Dalsze litery alfabetu trzeba juz sobie samemu wymyslié.

Na przyktad moze to by¢ proba znalezienia odpowiedzi na pytanie, jak — znajac
spelniajace podane tu nieréwnosci liczby w, s, k — obliczy¢, ile jest roznych
wielo$cianéw (to znaczy majacych rézne zestawy Scian) o w wierzchotkach,

s écianach i k krawedziach. Dla 4, 4, 6 jest jeden, dla 8, 6, 12 — jak to juz
sprawdziliémy — co najmniej dwa, a jak jest ,w ogdle”?

To $wietny temat na samodzielna prace (a gdy kto$ jest uczniem — na nasz
Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki).
Marek KORDOS



