d[0] := 1;
for i:=1 to n do

for j := m downto b; do
if d[j — b;] = 1 then d[j] :=1;
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Tlustracja algorytmu generujacego
struktury danych opisujace podzbiory
o n — 1 elementach dla n =4
przedmiotéw.

d[0] :=1;
for i:=1ton—1do
for j := m downto —m + b, do
if d[j — b}] = 1 then d[j] := 1;
for j:= —m to m — b, do
if d[j + b;] = 1 then d[j] :=1;

Informatyczny kacik olimpijski (84): Sklep ze slodyczami

Tym razem zadanie Candies z Baltyckiej Olimpiady Informatycznej z 2010 roku.
W sklepie znajduje sie n paczek z cukierkami, i-ta z nich zawiera b; cukierkéw.
Sklepikarz moze sprzedawaé jedynie cale paczki, wiec jedli w sklepie sg cztery
paczki zawierajace 1, 3, 4 i 4 cukierki, to moze on obstuzy¢ nastepnego klienta
tylko wtedy, gdy ten zlozy zamdéwienie jednego z 9 rozmiaréw (konkretnie gdy
poprosi o 1, 3,4, 5,7, 8,9, 11 lub 12 cukierkéw). Sklepikarz zastanawia sie, jak
bardzo mégltby zwickszy¢ liczbe mozliwosci, gdyby zamienit liczbe cukierkow

w jednej z paczek. Przyktadowo, po wyrzuceniu jednej paczki z 4 cukierkami

i dodaniu paczki z 9 cukierkami, liczba mozliwych do zrealizowania zamdwien
zwiekszy sie do 13 (beda to 1, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 16, 17). Jesli istnieje
wigcej niz jedno optymalne rozwigzanie, w ktérym sklepikarz zamienia paczke

z p cukierkami na paczke z ¢ cukierkami, nalezy podaé¢ to, w ktérym para (p, q)
jest minimalna leksykograficznie.

Zatézmy na poczatek, ze wyrzuciliSmy ktoras z paczek, a zestaw pozostatych n — 1
paczek umozliwia zrealizowanie zaméwien o wielkosciach zg, x1, ...,z (zakladamy
przy tym, ze zaméwienie xo = 0 réwniez jest poprawne). Jesli dodamy do tego
zestawu paczke ¢ cukierkéw, to bedziemy mogli dodatkowo zrealizowaé zamoéwienia
¢, 1+ q, ..., Tk + q, a zatem jedli ¢ nie jest réwne zadnej réznicy x; — xj,

to liczba zamoéwien wzrosnie dwukrotnie. Mozemy to sobie zagwarantowaé, dodajac
wystarczajaco duza paczke, np. rozmiaru g = by + ... + b, + 1. Rozwiazanie zadania
mozna zatem podzieli¢ na dwie czedci: znalezienie paczki p, ktérej wyrzucenie

jak najmniej zmniejszy liczbe mozliwych zamoéwien, oraz znalezienie jak najmniejszej
paczki q, ktora spowoduje dwukrotne zwigkszenie liczby mozliwych zamdwien.

Zadanie to jest pewna wariacja na temat problemu plecakowego (o ktérym
pisaliémy m.in. w numerze 6/2013). W szczegdlnosci wyznaczenie liczby

zamowien mozliwych do zrealizowania przez poczatkowy zestaw paczek to
zastosowanie tego algorytmu do n przedmiotéw rozmiaréw b, ..., b, i plecaka

o udzwigu m = by + ... + b,. Pseudokod algorytmu znajduje sie na marginesie.
Przypomnijmy istotne dla nas kwestie: czas dzialania algorytmu wynosi O(nm),
analizuje on przedmioty pojedynczo (w czasie O(m) kazdy), aktualizujac tablice
d[0..m] (w wynikowej tablicy mamy d[j] = 1, jesli zamdwienie rozmiaru j moze by¢
zrealizowane), oraz dla ostatecznego wyniku nie ma znaczenia kolejnosé, w ktérej
przedmioty sg analizowane. Mozemy abstrahowaé od szczegétéw implementacyjnych
i zamknaé¢ go w strukturze danych, ktéra w czasie O(m) bedzie umozliwiala
wykonywanie trzech operacji: zrobienie kopii struktury, dodanie nowego przedmiotu
oraz wyznaczenie liczby zaméwien realizowanych przez dodane przedmioty.

Aby znalezé paczke p, potrzebujemy rozwiazaé problem plecakowy dla kazdego
podzbioru n — 1 przedmiotow. Jesli rozpatrzymy kazdy z tych podzbioréow
niezaleznie, dostaniemy algorytm o zlozonosci czasowej O(n?m).

Mozemy postapi¢ nieco sprytniej. Bedziemy utrzymywaé liste struktur danych

(na poczatek zaczynamy z jedna pusta struktura danych). Teraz, dopdki struktury
na liscie zawierajg mniej niz n — 1 przedmiotéw, to dla kazdej struktury B dzielimy
zbiér przedmiotdéw S niewystepujgcych w tej strukturze na dwa w miare réwne
podzbiory S7 i Sa, a strukture B zastepujemy jej kopiami By i Be, do ktérych
dodajemy przedmioty odpowiednio z podzbioréw S i So (patrz rysunek). Jesli

dla uproszczenia zalozymy, ze n jest potega dwdjki, to w i-tej fazie tego algorytmu
wygenerujemy 2¢ struktur, do kazdej z nich dodajac n/2! przedmiotéw. Zatem
zlozonosé czasowa kazdej z log, n faz wyniesie O(nm), czyli rozwiazanie problemu
plecakowego dla wszystkich podzbioréw n — 1 przedmiotéw zajmie czas O(nm logn).

Pozostaje teraz znalezienie minimalnej liczby ¢, ktéra nie bedzie réwna zadnej
réoznicy x; — x;. Poniewaz x; sa zaméwieniami generowanymi przez wybrany
podzbiér by, ...,b),_; paczek, to wszystkie réznice beda generowane przez zbiér

=b, . b g, —b), 1. Wystarczy zatem rozwiazaé problem plecakowy dla
takich przedmiotéw (w naszej wersji tego problemu przedmioty o ujemnym
rozmiarze nie stanowia problemu, nalezy jednak zwroéci¢ uwage na rozmiar tablicy
i poprawng kolejnosé petli) i zwrécié jako ¢ minimalng dodatnia liczbe, dla ktoérej
d[j] = 0. Czas dzialania tej czesci rozwiazania to O(nm).
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