Wigcej o nieréwnosciach Bella mozna
przeczyta¢ w Delcie 5/2001 w artykule
Andrzeja Dragana A moze jednak
ukryty determinizm?

ktére jadro sie rozpadnie. Okazalo sie, ze hipoteza istnienia parametréw ukrytych
daje si¢ testowaé dodwiadczalnie, dzigki twierdzeniu udowodnionemu w 1964 roku,
znanemu jako nieréwnoé$ci Bella. Twierdzenie to méwi, ze jezeli wyniki

pewnych pomiaréw bylyby determinowane przez jakies ukryte parametry, to
czestodci wystepowania tych wynikéw spelnialyby pewne nieréwnosci. Mechanika
kwantowa przewiduje tamanie tych nieréwnosci. W wielu przeprowadzonych
eksperymentach wykazano, ze rzeczywiste ukltady fizyczne zachowuja

sie zgodnie z przewidywaniami mechaniki kwantowej, tamiac nieréwnosci Bella.

Musimy sie wiec pogodzi¢ z tym, ze w przyrodzie wystepuja pewne
niedeterministyczne procesy, ktérych losowo$é nie jest odzwierciedleniem naszej
niepelnej wiedzy o ukladzie, ale jest ich wewnetrzna, nieusuwalng cecha. Swiat
nie jest calkowicie deterministyczny. Hipoteza Laplace’a okazata si¢ zbyt daleko
idaca. Czy uratowalidémy zatem wolna wole? Czy zastapienie czystego
determinizmu determinizmem z domieszka czystego przypadku kogo$ pociesza?

Na czym stoi matematyka?
Wiktor BARTOL

Matematyka bardzo si¢ w XIX wieku zmienita. Algebra, badajaca dotad przede
wszystkim metody rozwiazywania réwnan wielomianowych, dzieki pracom
Evariste’a Galois, George’a Boole’a i innych wytworzyla struktury abstrakcyjne:
grupy, pierscienie, algebry Boole’a, oderwane od obliczen liczbowych,
reprezentujace za to pewne ogélne wlasnosci dzialan (na dowolnych obiektach).
Geometria utracita euklidesows jednoznaczno$¢, odnajdujac sie w swiatach dotad
nieznanych i nieprzewidywanych, zwanych geometriami nieeuklidesowymi.
Analiza, nabierajac coraz bardziej potrzebnej $cistosci, wyszla poza granice
intuicji, uwzgledniajac szerszy repertuar funkcji (niegdy$ uwazanych za ciagte

z definicji) i dopuszczajac zaskakujace konstrukeje, jak choéby funkcje wszedzie
ciagle i nigdzie nierézniczkowalne. I wreszcie w drugiej potowie XIX wieku
badania Georga Cantora nad reprezentacjami funkcji za pomoca szeregéow
doprowadzily do otwarcia matematycznych drzwi dla starannie dotad omijanej
nieskonczono$ci aktualnej, nieskonczonosci ,istniejacej”, danej w catoséci —

w odrdznieniu od potencjalnej, czyli takiej, ktéra oznacza jedynie mozliwosé
nieograniczonego powiekszania zbioru. Cantor pokazal, ze mozna sensownie
poréwnywaé wielko$ci zbiorow nieskonczonych, operowaé nimi tak, jakby byty
dobrze okre$lonymi obiektami matematycznymi.

Niestety, okazalo sig, ze pojecie zbioru (w szczegdlnosci nieskonczonego) dobrze
okreslone nie bylo. Bertrand Russell wskazal na sprzeczno$é¢ wyrosta

z nieprecyzyjnego rozumienia zbioru. Istotnie, jesli mozemy dowolnie tworzyé
zbiory, to w szczegdlnoéci mozemy utworzyé zbiér Z wszystkich tych zbiorow,
ktére nie sa swoimi wlasnymi elementami. Inaczej méwiac, Z = {X : X ¢ X}.
Proba odpowiedzi na pytanie, czy Z € Z, jak nietrudno stwierdzi¢, prowadzi

do sprzecznosci. Nieco wezesniej, pod koniec XIX wieku, Cesare Burali-Forti
pokazal, ze nie istnieje, ze nie mozna utworzy¢ zbioru wszystkich liczb
porzadkowych. Sprzecznosci tego rodzaju pojawily sie takze w logice. Czy zatem
swoboda uzywania nader abstrakcyjnych poje¢, w tym nieskoniczonosci aktualnej,
powinna by¢ matematykom odebrana?

Zagrozenie pojawieniem sie sprzecznosci wywotalo rézne reakcje w srodowisku
matematycznym. Leopold Kronecker zaproponowal, by za fundament
matematyki przyjac¢ liczby naturalne, unikajac w ten sposéb wszystkiego, czego
nie da sie¢ z nich wyprowadzi¢. Wielu matematykow gotowych bylo zrezygnowac
z tej czesci matematyki, ktéra dopuszczata zbiory aktualnie nieskonczone,

a nawet ze wszystkiego, czego nie dawalo sie konstruktywnie pokazaé (nie tylko
wykazad). Intuicjonisei, jak okresla si¢ zwolennikéw jednej z takich
konstruktywistycznych filozofii, nie uznawali tzw. prawa wylaczonego érodka,
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Rozwigzanie zadania F 884.

Zamiana jader atomow czasteczki na jadra
ich ciezszych izotopéw praktycznie

nie zmieni stanéw elektronowych (patrz
rozwiazanie zadania 883), tym samym
zaréwno odleglosé¢ réwnowagowa R jader
atomowych, jak i energia wigzania
czasteczki nie ulegna zmianie. Zaleznosé
energii wigzania U od odlegtosci r
atomow ma wiec dla niewielkich wychylen
z polozenia réwnowagi postaé:

U(r) = %k(r- - R)?

z takimi samymi wartosciami k£ i R.
Czegstos¢ charakterystyczna w takiego
ukladu odpowiada zatem czestosci drgan
mas mc i mo, o masie zredukowanej
uw=mcmo/(mc + mo), polaczonych
»Sprezyng” o stalej sprezystosci k. Mamy
wiec w? = k/p. Z kolei stata B, jak

w mechanice klasycznej, jest
proporcjonalna do odwrotnoéci momentu
bezwtadnoéci obu mas obiegajacych
wspoélny srodek ciezkosci, a wiec B jest
odwrotnie proporcjonalne do ;11{24
Oznaczajac literami primowanymi
odpowiednie wartosci dla czasteczki
ciezszej, a bez znaku prim dla lzejszej,
otrzymujemy:
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czyli uznawali zdanie ,a lub nie a” za prawdziwe wtedy, gdy udowodnito sie a lub
udowodnito nie a; o poréwnywaniu zbioréw nieskonczonych nie byto mowy.
Przyjecie takiego punktu widzenia oznaczatoby utrate wielu waznych twierdzen.

David Hilbert, wybitny niemiecki matematyk przetomu wiekéw XIX i XX, autor
przedstawionych w 1900 roku na II Miedzynarodowym Kongresie Matematykdw
23 probleméw, ktore mialy wytyczy¢ kierunki rozwoju matematyki w XX wieku,
nie godzil sie z takim okrojeniem matematyki. Zaproponowal sposéb dzialania,
ktéry mogltby przeciaé¢ wszelkie watpliwosci, a jednoczeénie pozwolitby pozostaé
w, jak to okredlil, jraju Cantora”, czyli w $wiecie bezpiecznej nieskonczonosci.

Na czym polegal ten sposéb, nazwany programem Hilberta? Przede wszystkim
na uczynieniu z teorii matematycznych przedmiotu badan, w efekcie ktérych
mozna byloby udowodnié kilka pozadanych ich cech, przede wszystkim
niesprzeczno$cé i zupelnosé. Teoria jest niesprzeczna, gdy nie istnieje takie
zdanie «, Ze i «, 1 negacja « sa twierdzeniami teorii (réwnowaznie, gdy istnieje
zdanie niemajace dowodu). Teoria jest zupelna, gdy kazde zdanie prawdziwe

w dowolnym modelu teorii jest jej twierdzeniem, a wiec istnieje dla niego dowdd
wychodzacy od aksjomatéw (réwnowaznie, gdy dla kazdego zdania « jest tak, ze
albo a, albo negacja « jest twierdzeniem tej teorii).

Pierwszym krokiem do badania teorii matematycznej jest jej sformalizowanie,

a wiec: okreslenie zbioréw symboli reprezentujacych obiekty, ktérymi teoria ma
sie zajmowac, symboli logicznych, symboli reprezentujacych dziatania

na obiektach i relacje miedzy nimi, Scista identyfikacja uznawanych za poprawne
wyrazen zapisanych za pomoca tych symboli, wybér niektérych wyrazen

i uznanie ich za niezbedny poczatek kazdego dowodu (aksjomaty) oraz dokladny
opis regul przetwarzania wyrazen (regulty wnioskowania). Oczywiscie, samo
pojecie dowodu musi by¢ rownie Scisle zdefiniowane jako pewien cigg wyrazen,
w ktérym kazde jest albo aksjomatem, albo jest skutkiem zastosowania reguly
wnioskowania do wczesniejszych wyrazen.

Do tak sformalizowanej teorii mozna zastosowaé¢ metody matematyczne

i wykazaé owe dobre wlasnosci. Hilbert pisal o metodach ,finitystycznych”,

nie precyzujac doktadnie znaczenia tego terminu; chodzito o metody wymagajace
wskonczenie wielu krokow”. Od takich metod nalezaloby wymagaé
zachowawczosci, co oznacza, ze gdy zredukujemy je do zbioréw skonczonych —
cho¢ obejmowaé¢ maja wszystkie — to tak uzyskane wnioski beda zgodne z tym,
co o zbiorach skonczonych juz wiemy.

Prébe takiej konstrukeji matematyki podjeli Bertrand Russell

i Alfred North Whitehead w publikowanym w latach 1910-1913 (cho¢
niedokonczonym) dziele Principia Mathematica. Céz. . . Kilkanadcie lat pdzZniej,
w 1931 roku, ukazala sie praca Kurta Friedricha Gédla Uber formal
unenstcheidbare Satze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I

(O formalnie nierozstrzygalnych zdaniach Principia Mathematica i podobnych
systemoéw I). Godel udowodnil w niej m.in. dwa kluczowe dla sprawy twierdzenia.
Po pierwsze, dla kazdej dostatecznie bogatej (dokladniej, takiej, w ktérej mozna
wyrazié¢ arytmetyke liczb naturalnych) niesprzecznej teorii matematycznej
istnieje zdanie «, takie ze ani «, ani negacja « nie jest twierdzeniem tej teorii.
Inaczej méwiac, nie mozna w takich przypadkach osiagnaé¢ zupetnosci.

A po drugie — wniosek z pierwszego twierdzenia — metodami takiej teorii

nie mozna udowodni¢ jej niesprzecznosci. Innymi stowy, aby udowodnié
niesprzecznos$¢ pewnej teorii, trzeba wyjs¢ poza nig i uzy¢ srodkow teorii
bogatszej. Skad jednak pewnosé¢, ze bogatsza teoria jest niesprzeczna? Trzeba
jeszcze bogatszej teorii. .. Matematyka funkcjonuje zatem w warunkach, ktore
mozna okresli¢ jako niesprzecznosé warunkowa.

Program Hilberta pozostal wiec nierealizowalna mrzonka. Trudno jednak
obarcza¢ Davida Hilberta wing za to niepowodzenie. Jego oczekiwania wydawaly
si¢ tak naturalne... A matematyka wzbogacila sie o dwie nowe dyscypliny:
metamatematyke i teorie dowodu, a takze o twierdzenia Godla, ktére mozna

z pewna swoboda jezykowa okresli¢ jako ,kultowe”.
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