Rys. 1. Przyktadowe drzewo T3 o n =9
wierzchotkach i wyréznionym zbiorze
B = {2,5}. Mamy tu dwa minimalne
zbiory blokujace: {1,4,6} i {1,6,7}.
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Rys. 2. Drzewo T>. Minimalny zbiér
blokujacy ma 7 wierzchotkow.
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Rys. 3. Jedyna skladowa drzewa T,
ukorzeniona w x. Wierzchotki z A
zaznaczone zostaly kolorem, wierzchotki
z B sa czarne.
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Rys. 4. Wierzchotki sktadowej
przydzielone do zbioréw S, Sa, Sp
zaznaczone sg odpowiednio na biato,
kolorowo i czarno. Wyrézniono réwniez
wierzchotki minimalnego zbioru
blokujacego oraz odpowiadajace im
$ciezki.

Informatyczny kacik olimpijski (83): Wiezienie

Uczestnicy VII obozu informatycznego ILOCAMP mieli do rozwiazania takie oto
zadanie: Wiezienie sklada sie z n cel i n — 1 lgczgcych je korytarzy. W czesci z cel
znajdujq sie wiezZniowie. Reszta cel jest pusta. W wyniku awarii wszystkie cele zostaly
otwarte. Jaka jest minimalna liczba strainikow potrzebnych do uniemozliwienia
wiezniom ucieczki? Straznikéw mozna rozmieszczal jedynie w pustych celach, a wiezieri
moze uciec, jesli na drodze od jego celi do celi wyjsciowej (takiej, do ktérej prowadzi
tylko jeden korytarz) nie ma Zadnej celi ze straznikiem.

Zadanie mozna przeformutowaé nastepujgco: dane jest n-wierzchotkowe drzewo,

w ktorym wyrdzniono podzbiér wierzchotkéw B. Nalezy znalezé najmniejszy blokujgcy
zbiér wierzchotkéw (roztaczny z B), taki ze kazda $ciezka z dowolnego wierzchotka
zbioru B do dowolnego liscia drzewa musi przechodzi¢ przez co najmniej jeden
wierzchotek ze zbioru blokujacego (patrz drzewo 77 na rysunku 1).

Na poczatek wyprébujmy kilku kandydatéw na zbiér blokujacy. Oczywiste jest, ze
zbiér wszystkich lisci w drzewie jest zbiorem blokujacym (zakltadamy, ze B nie zawiera
lidcia, w przeciwnym przypadku zbiér blokujacy nie istnieje). Réwniez jest nim zbiér
wszystkich niewyréznionych sasiadow wierzchotkéw z B. Doé¢ tatwo sie jednak
przekonaé, ze zaden z nich nie musi by¢ minimalny — dla drzewa T} sa to zbiory
{1,6,8,9} oraz {1,3,4,6}; oba maja po 4 wierzcholki.

Zacznijmy jednak od zbioru lisci i sprébujmy usunaé z niego nadmiarowe wierzchotki.
Jedli jedyny sasiad w liScia w nalezy do zbioru B, to kazdy zbiér blokujacy musi
zawieraé li§¢ w (np. kazdy zbiér blokujacy dla drzewa T1 musi zawieraé¢ wierzchotki

11 6). Z drugiej strony, jesli wierzchotek u nie nalezy do B, to istnieje minimalny
zbiér blokujacy, ktéry nie zawiera liScia w. Jest tak dlatego, ze kazda Sciezka z B do w
przechodzi przez u, wiec, blokujac wierzchotek v zamiast wierzchotka w, dostajemy
roéwnie dobre rozwiazanie. Postepujac w ten sposob z drzewem 77, pozbedziemy sie
lidci i znajdziemy zbiér blokujacy {1,4,6}, ale nie dla kazdego drzewa tak znaleziony
zbiér bedzie minimalny (patrz drzewo T> na rysunku 2).

Zwodnicze jest, ze w treéci zadania liScie oraz wyréznione wierzchotki pelnia nieco
inna role (w szczegdlnosdci mozna blokowaé liscie, ale nie wierzcholki z B). Mozemy
jednak nieznacznie przeformulowaé tresé zadania, aby te role staly sie w pelni
symetryczne. ZauwazyliSmy juz, ze musimy blokowaé jedynie liScie sasiadujace z B,
a poniewaz nie wplywaja one na reszte wierzchotkéw, mozemy je dodaé¢ do zbioru
blokujacego i usunaé z drzewa. Nastepnie oznaczmy zbidr pozostalych lisci przez A.
Sktadowg w drzewie nazwiemy maksymalny zbidr wierzchotkéw, z ktérych kazde dwa
mozna potaczyé Sciezka, ktorej wewnetrzne wierzchotki nie naleza do zbioru AU B.
Przyktadowo w drzewie T> mamy jedng sktadows zawierajaca 17 wierzchotkéw,

a gdyby wierzchotek x nalezatl do B, to mieliby$Smy trzy sktadowe, o licznosciach

6, 6 i 7. Zauwazmy, ze zbiér blokujacy mozemy wyznaczy¢ dla kazdej sktadowej
niezaleznie. Bedzie to taki podzbidr wierzchotkéw spoza A U B, ze kazda $ciezka

ze zbioru A do zbioru B musi przecinaé¢ ten podzbiér.

Wezmy zatem sktadowa i ukorzenmy ja w dowolnym wierzchotku spoza AU B (rys. 3).
Zastosujemy teraz programowanie dynamiczne — przegladajac drzewo sktadowej od lisci
do korzenia, w kazdym poddrzewie bedziemy konstruowa¢ minimalny zbiér blokujacy.
Jednoczesnie kazdy wierzcholek w bedziemy wrzucaé¢ do jednego z trzech zbioréw:

Sa (jesli poddrzewo zaczepione w w zawiera taki wierzcholek z A, do ktérego $ciezka z w
nie zawiera zablokowanych wierzchotkéw), Sp (poddrzewo to zawiera niezablokowany
wierzchotek z B) oraz S (wszystkie wierzchotki z AU B w tym poddrzewie sa
zablokowane — byé moze z powodu dodania wierzchotka w do zbioru blokujacego).

Wierzchotki ze zbioréw A i B laduja odpowiednio w zbiorach S4 i Sp. Rozwazmy
teraz wierzchotek wewnetrzny w; jesli ma on takie dwoje dzieci, z ktérych jedno nalezy
do S4, a drugie nalezy do Sg, to przez wierzchotek w przechodzi (co najmniej jedna)

niezablokowana $ciezka p,, laczaca pewien wierzchotek z A z pewnym wierzchotkiem z B.

Dodajemy zatem w do zbioru blokujacego oraz do zbioru S. W przeciwnym przypadku
wszystkie dzieci w naleza do zbioru S, Sa U S lub Sp U S i dodajemy wierzchotek w
odpowiednio do zbioru S, Sa lub Sp (rys. 4).

Jasne jest, ze w ten sposéb skonstruujemy poprawny zbiér blokujacy W. Dowodem
na jego minimalnoé¢ jest skonstruowany, niejako przy okazji, zbiér $ciezek
{pw | w € W}, ktére s rozlaczne, a kazda musi zawieraé¢ co najmniej jeden
wierzchotek z W. Zlozonos¢ czasowa rozwiazania to O(n).
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