Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan:
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére
nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 600, 601
Redagugje Elzbieta ZAWISTOWSKA

600. Naczynie o objetosci 2V = 20 1 rozdzielone jest na dwie réwne czesci
nieruchoma przegroda. Do jednej czeéci naczynia wprowadzono argon o masie
my = 20 g, do drugiej wodor o masie my = 2 g. Przez przegrode moze przenikaé
tylko wodor. Jakie cidnienia ustala si¢ w obu czeéciach naczynia po ustaleniu sie
stanu réwnowagi? Temperatura w czesci naczynia zawierajacej argon wynosi

Ty = 300 K, w drugiej czesci T, = 600 K. Masy molowe argonu i wodoru sa
odpowiednio réwne my = 40 g/mol, my = 2 g/mol.

601. Miedzy dwoma osrodkami o wspélczynnikach zalamania ng > 1in; =1
znajduje sie¢ warstwa osrodka, w ktérym wspolezynnik zalamania zmienia sie
zgodnie ze wzorem n = ngy/1 — y/H, gdzie H = const (patrz rys. 1). Grubosé
warstwy wynosi h = H(1 — 1/n3). Z oérodka o wsp6lczynniku zalamania ng
wpada do niejednorodnej warstwy promien $wiatta. Dla jakich wartosci kata ag
promien wroci do optycznie gestszego osrodka? Dla jakiej wartosci tego kata
odleglo$é¢ miedzy punktami wejscia i wyjscia promienia bedzie najwigksza?

(Wskazéwka: rozwaz ruch punktu materialnego, ktéry porusza si¢ po torze promienia.)

Rozwigzania zadan z numeru 2/2015

Przypominamy tres¢ zadan:

592. Uklad sklada si¢ z dwdch cienkich soczewek o wspdlnej osi optycznej: skupiajacej o ogniskowej
f1 = 3 cm i rozpraszajacej o ogniskowej fo = —2 cm, ustawionych w odleglosci d = 6 cm. Przedmiot
znajduje sie w odleglosci 1 = 4 cm od soczewki skupiajacej. Znalezé konstrukcyjnie polozenie obrazu
po przejsciu promieni przez uktad.

593. Cienki, nierozciggliwy tancuszek o zaniedbywalnie malych ogniwach przerzucony jest przez
nieruchomy bloczek (zob. rys. 4). Korice zwisajacych z bloczka czesci laficuszka leza na stole

i na podtodze, przy czym cze¢s$é lezaca na stole jest wystarczajaco dluga i utozona w maly kopczyk
wokol punktu A (odcinek AA; jest pionowy). Znalezé ustalona predkos$é wiszacej czesci tanicuszka.
Blat stolu znajduje sie na wysokosci h nad podloga. Tarcie zaniedbujemy.

592. Niech pierwszy promienn wychodzacy z przedmiotu przechodzi przez ognisko soczewki
skupiajacej, jego dalszy bieg przedstawiony jest na rysunku 2. Drugi promien przechodzi
przez srodek soczewki skupiajacej, chcemy znalezé jego kierunek po przejéciu przez soczewke
rozpraszajaca. Wiemy, ze gdy na soczewke rozpraszajacg pada rownoleglta wigzka sSwiatta
pod pewnym katem do osi optycznej, przedtuzenia promieni przechodzacych przez soczewke
przecinaja sie w jej plaszczyznie ogniskowej (rys. 3). Na rysunku 2 narysujmy trzeci promien
pomocniczy, ktéry przechodzi przez srodek soczewki rozpraszajacej rownolegle do promienia
drugiego. Przedtuzenie promienia 2 przecina si¢ z promieniem 3 w plaszczyznie ogniskowej
soczewKki rozpraszajacej, a z promieniem 1 tam, gdzie znajduje sie szukany obraz przedmiotu.
Aby sprawdzi¢ poprawnos¢ konstrukeji, mozemy wykonaé obliczenia. Obraz w soczewce
skupiajacej powstaje w odlegloéci y1 = z1f1/(z1 — f1) = 12 cm. Jest on przedmiotem
pozornym dla drugiej soczewki: z2 = d — y1 = —6 cm. Odlegto$é obrazu od drugiej soczewki
y2 = —3 cm. Jest to obraz pozorny, ktéry znajduje sie miedzy soczewkami w $rodku
odlegtosci miedzy nimi.

593. Niech p oznacza mase jednostki diugosci tancuszka, a | dtugo$é jego odcinka ADB.
Oznaczmy przyspieszenie, z jakim porusza sie w pewnej chwili czasu wiszaca cze$¢ tancuszka,
przez a, natomiast jej predkos¢ w tej samej chwili przez v. Rownanie ruchu odcinka BC'
tanicuszka ma postaé: pha = phg — Fg, rownanie odcinka ADB: pla = Fp — Fa, gdzie

F5 i Fp sa sitami naprezenia lancuszka odpowiednio w punktach A i B. Stad

F4 = ph(g — a) — pal. Rozwazmy bardzo krétki przedzial czasu At. W tym czasie unosi sie
ze stotu odcinek tanicuszka o masie Am = pvAt. Zmiana pedu tego odcinka Amv = FaAt,
stad pv? = Fa. Ustalona predko$é tanicuszka, gdy a — 0, wynosi vmax = v/gh.
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
689 (WT = 1,60) i 690 (WT = 2,45)
z numeru 11/2014

Wojciech Maciak Warszawa 43,85

Piotr Kumor Olsztyn 43,67
Marek Spychata Warszawa 42,75
‘Wojciech Tobis Praszka 38,82
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 35,79
Pawet Najman Krakéw 31,92
Janusz Olszewski Warszawa 31,86
Krzysztof Maziarz ~ Krakoéw 31,40

Zadania z matematyki nr 703, 704
Redaguje Marcin E. KUCZMA

703. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym katy wewnetrzne przy
wierzcholtkach A oraz C sg rowne, przy tym ostre. Punkty P, @, lezace
odpowiednio na pélprostych AB™, AD™, sa wyznaczone przez warunki

|CP| = |CQ| = |CA|. Wykazaé, ze dlugosé odcinka PQ nie przekracza obwodu
tréjkata ABD.

704. Wyznaczy¢ najwigksza liczbe A oraz najmniejsza liczbe B, takie ze dla
kazdej czworki liczb rzeczywistych a, b, ¢, d spelniona jest nieréwnos$é
A-(a®>+ 0+ 4+ d*) <ab+2bc+cd < B-(a® +b* + 2 +d?).

Zadanie 704 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2015

Przypominamy tres¢ zadan:

695. Znalezé wszystkie pary wielomianéw rzeczywistych P, @, spelniajace rownanie
P(z? —xz+1) - Qz* +z+1)

- - dla x € R.
2 —x+1 2 4+ +1

696. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwg liczbg punktéow, jakie mozna rozmiesci¢ na plaszczyznie tak, by
kazde trzy sposrdod nich byly wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego.

695. Oznaczmy przez L(z) oraz R(x) lewa i prawa strone postulowanego réwnania
Lz)= (2 +2+ 1P’ —z+1)=(z° —2+1)Q(z° + 2+ 1) = R(x).

Przyjmijmy, ze P, Q nie sa wielomianami zerowymi. Jasne, ze muszg mie¢ jednakowy
stopien n > 1 oraz réowne wspoétczynniki wiodace:

P(z) =ax" + F(z), Q(z)=ax"+ G(z)

F, G — wielomiany stopni <n — 1.

(a # 0);

Tak wiec
P’ —z+1)=a@ -2+ )"+ F@*—2+1) =
= az® — naz® ! + (wielomian stopnia < 2n — 2);
Qi +z+1)=a@+z+ )"+ G@*+2+1) =
= ax® + naz® "' + (wiclomian stopnia < 2n — 2);
i dalej

L(x) = az® 2 + (a — na)x®™ T + (wielomian stopnia < 2n);
R(z) = az®"*? 4 (na — a)z® ' + (wielomian stopnia < 2n).
Stad a —na =0, czyli n = 1, czyli P(xz) = az + b, Q(z) = azx + ¢. Podstawiajac
w wyjéciowym rownaniu x = 0 oraz z = 1, otrzymujemy zaleznosci b = c oraz
3(a +b) = 3a + ¢, skad b = ¢ = 0. Ostatecznie wiec P(z) = Q(x) = ax; przyjelismy, ze

696. Wierzchotki oraz srodek pieciokata foremnego daja
przyktad széstki punktéw o podanej wiasnosci. Pokazemy, ze
siedmiu punktéw nie da sie rozmies$ci¢ w wymagany sposob.

Przypusémy, ze jest to mozliwe i niech A, B beda dwoma
punktami z tej sibdemki, ktérych odlegtosé jest maksymalna.
Pozostale punkty leza w ,soczewce”, ograniczonej tukami
okregéw o srodkach A, B i promieniu |AB|. Skoro kazdy

z tych pieciu punktéw ma wraz z A, B tworzy¢ tréjkat
réwnoramienny, moga one leze¢ jedynie na owych tukach oraz
odcinku XY, taczacym ich wspélne konice. Na samym
odcinku XY leza co najwyzej dwa punkty (tréjka
wspélliniowa nie tworzy tréjkata). Pozostale trzy punkty leza
na tukach XAY, XBY (bez koficow X, Y).

Nie moga wszystkie trzy lezeé¢ na jednym z tych tukéw,
np. XAY, bowiem wraz z punktem A daloby to czwérke
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a # 0 — wszelako dla a = 0 dostajemy pare wielomianéw zerowych, ktore tez sa
rozwigzaniem. Oczywiscie kazda para postaci P(z) = Q(z) = az (a € R — dowolna
B stala) spelnia zadane réwnanie.

punktéw, sposréd ktérych pewne trzy nie tworzytyby trdjkata
réwnoramiennego. Zatem na jednym tuku, np. XAY, lezy
jeden punkt C, za$ na tuku XBY dwa punkty D, F.
Przyjmijmy, ze C lezy miedzy A i X.

Kazdy punkt tuku BY jest oddalony od C' o odcinek dtuzszy
niz |AB|, wiec D, E muszg by¢é punktami tuku BX. Kazdy

z odcinkéw AC, C'D ma wtedy dtugo$é mniejsza niz |AD)|

(= |AX| = |AB|); warunek réwnoramiennosci tréjkata AC'D
wymusza réwnos$é |[AC| = |CD|. Zastepujac w tym rozumowaniu
D przez E, dostajemy réwnosé |AC| = |C'E|. Wobec tego

|CD| = |CE|. To juz jest oczekiwana sprzeczno$é, bo jedynym
punktem huku XAY', polozonym w réwnych odleglosciach

od D i E, czyli na symetralnej odcinka DFE, jest punkt A.

Stad odpowiedz: najwieksza liczba punktéow, o jakich mowa
w zadaniu, wynosi szes¢.



