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Rozwigzanie zadania M 1459.

Z twierdzenia o dwusiecznej wiemy, ze
PC AC

= ——, a skad
PB AB
BP = \- BC,
. AB B
gdzie A = ———.
AB + AC

Zatem punkt P to obraz punktu C przy
jednoktadnosci o srodku B i skali A.
Poszukiwany zbiér punktéw P jest wiec
obrazem okregu w (bez dwéch punktéw)
przy tej jednoktadnosci.

Informatyczny kacik olimpijski (82): Wiercenia

W tym kaciku oméwimy zadanie Wiercenia, ktére pojawilo sie na Potyczkach
Algorytmicznych w roku 2009. Ekipa poszukujaca zl6z ropy wykonata dwa
odwierty: w punkcie A = 0 natrafiono na rope, zaé w punkcie B = n + 1 ropy
nie znaleziono. Wiedzac, ze zloze ropy zajmuje pewien spojny fragment odcinka
AB, ekipa chce zlokalizowaé¢ najdalszy punkt sposréd punktéw o wspétrzednych
1,2,...,n, w ktérym wystepuje ropa. Wykonanie odwiertu w punkcie ¢ zajmuje
czas t[i]; ekipa moze wykonywaé tylko jeden odwiert naraz. Nalezy wyznaczyé
taki plan wiercen, aby czas potrzebny na ustalenie, dokad siega ztoze ropy, byt
w pesymistycznym przypadku jak najkrotszy.

Na poczatek zauwazmy, ze jesli wykonanie kazdego z odwiertow zajmuje taki sam
czas, to wtedy, stosujac wyszukiwanie binarne, uzyskamy odpowiedz, wykonujac
optymalna liczbe [log, n] + 1 odwiertéw. Zréznicowanie czaséw istotnie komplikuje
zadanie; sprobujemy je rozwiazaé, korzystajac z programowania dynamicznego.

Oznaczmy przez d[a, b] optymalny czas lokalizacji granicy zloza na odcinku

od punktu a do punktu b (wlacznie), przy zalozeniu, ze wiemy, iz w punkcie

a — 1 jest ropa, a w punkcie b 4+ 1 jej nie ma. Aby wyznaczy¢ granice ztoza

na odcinku [a, b], musimy zaczaé¢ od wykonania odwiertu w jednym z punktéw ¢
tego odcinka. Jesli znajduje sie tam ropa, to granicy zloza bedziemy poszukiwaé
na odcinku [¢ + 1,b], w przeciwnym przypadku granica jest na odcinku [a,i — 1].
Dostajemy zatem wzér rekurencyjny

(%) dla,b] = aréliigb (t[i] + max(d[a,i — 1], d[i + 1,b])).

Zakladamy, ze d[a,b] = 0 dla a > b. Rozwigzaniem jest warto$¢ d[1, n]. Obliczenie
jej wprost z powyzszej rekurencji da nam algorytm o zlozonosci czasowej O(n?)

i pamieciowej O(n?). Algorytm bedzie mial n faz, w (-tej fazie bedziemy
wypehia¢ komorki tablicy odpowiadajace odcinkom o dlugosci £:

for /:=0ton—1do
for a:=1ton—/{do
b:=a+/{; dla,b] := oo;
for i :=a to b do
d[a,b] :== min(d[a,b], t[i] + max(d[a,i—1],d[i + 1,b]));

Aby przyspieszy¢ powyzszy algorytm, bedziemy potrzebowali kilku obserwacji.
Zauwazmy, ze jesli przedtuzymy jaki$ odcinek, to czas szukania w nim granicy
zloza jest zawsze nie mniejszy niz w oryginalnym odcinku. Zatem wraz

ze wzrostem ¢ we wzorze () warto$é d[a,i — 1] nie zmniejsza sie, a warto$é

d[i + 1,b] nie rodnie. Istnieje wiec taki indeks s[a,b] € [a — 1,b], ze spelnione sa
nieréwnosci

dla,i — 1] < d[i+1,b] dla i < s[a, b] dla,i — 1] > d[i + 1,b] dla ¢ > s[a, b].
Mozemy zatem przepisaé¢ wzér (x) w réwnowazne] formie, pozbywajac sie liczenia
maksimum:

() dla,b] = mln(aéglsr[l%b](t[z] +d[i + 1,0]), s[ag]nggb(t[z] +dfa,i —1])).
Skorzystamy réwniez z tego, ze tablica s jest monotoniczna wzgledem kazdej
wspolrzednej, dzieki czemu wartos$é s[a, b] jest ograniczona przez wartosei dla
kroétszych odcinkéw:

oraz

sla,b—1] < s[a,b] < sla+ 1,b].
Istotnie, jesli wezmiemy dowolne i < s[a,b — 1] i znowu skorzystamy z tego, ze
przedtuzenie odcinka nie zmniejsza czasu poszukiwania granicy zloza, to
dostaniemy dfa,i — 1] < d[i + 1,b — 1] < d[i + 1,b], zatem i < s[a, b], co dowodzi
lewej nier6wnosci (prawej dowodzimy analogicznie). Poniewaz sla, a] = a, to
mozemy dla wygody przyjaé s[a,b] = b dla a > b. Zatem, aby wyznaczy¢ s|a, b],
wystarczy przejrzeé wartodei od sfa,b — 1] do sa + 1, b]. Dzieki temu wyznaczenie
ich dla wszystkich odcinkéw s[a, a + £] o ustalonej dlugosci ¢ zajmie sumarycznie
czas liniowy:

n—~0

Z(s[a—!—l,a—FE] +1—sla,a+L—1])=sin—L+1,n]—s[1,{]+n—£<2n.

a=1
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Rozwigzanie zadania F 882.
Maksymalny moment sity, jaki moze
uzyskaé rowerzysta, opierajac caly ciezar
ciatla na korbie ustawionej poziomo,
wynosi Mo = mgr, gdzie m to masa
rowerzysty, r — dlugosé korby. Moment
sity, z jakim kolo dziala na podloze, to

My = EMU‘ a sila dzialajaca na punkt
stycznosci kola z podlozem
M
==,
R

gdzie R jest promieniem kota. Zalézmy, ze
koto toczy sie bez poslizgu. Wtedy
wartosé sity tarcia statycznego Fr jest
réwna Fj. Sila réwnolegta do zbocza,
dzialajaca na rowerzyste z rowerem, jest

réwna Fg = —mgsina, gdzie o to kat
9

nachylenia zbocza. Z warunku réwnowagi
sit Fr = Fy po uproszczeniu dostajemy
warunek
r 28 5
R 22 6
Wstawiajac dane, otrzymujemy
maksymalna wartoéé kata amax &~ 35°.
Dla wigkszych katéw, nawet opierajac
caly cigzar swojego ciala na pedale,
rowerzysta wraz z rowerem bedzie sie
staczal do tylu. W sytuacji granicznej,
kiedy moment sily, z jaka rowerzysta
naciska na pedal, przeniesiony przez
przektadnie na podtoze, doktadnie
réwnowazy sktadows ciezaru uktadu
styczna do zbocza, rower spoczywa lub
porusza sie ruchem jednostajnym. W tej
sytuacji warunek na brak poslizgu jest
taki sam, jak dla klocka umieszczonego
na réwni pochytlej: p > tg a, czyli dla
danych w zadaniu i @ = amax mamy

pn = 0,71,
Jezeli zadamy, aby kolo toczylo si¢
bez tarcia w calym zakresie katow, to sila
Fy nie moze przekroczy¢ maksymalnej
sity tarcia statycznego réwnej

sin max =

6
Frmax = pzmgcos a.
[s}

Po uproszczeniu warunek Fy < Frmax
sprowadza sie do
r 28 5 1

R 22 6
Oba otrzymane ograniczenia

na wspolczynnik tarcia sg rosnacymi
funkcjami o i sa tozsame dla kata

& = Qmax. Wystarczy zatem p > 0,71.

w = .
COs «x

*University of Cambridge

W koticu pokazemy, jak szybko wylicza¢ minima we wzorze (xx). Zalézmy, ze
mamy strukture danych, ktéra przechowuje pary (indeks, warto$é) i udostepnia
operacje jak na kolejce: wstawienie pary na koniec kolejki (push) oraz usuniecie
pary z poczatku kolejki (pop). Dodatkowo operacja first bedzie zwracaé¢ indeks
pary z poczatku kolejki, a kluczowa operacja min bedzie zwracata minimum

ze wszystkich wartosci w kolejce. Bedziemy korzystaé z 2n kolejek, ktore
nazwiemy Ali] oraz Bli] dla 1 <i < n.

Podczas wyliczania d[a, b] w ¢-tej fazie algorytmu bedziemy zakladaé, ze wszystkie
wartodci z lewego minimum w (%) znajduja sie w kolejce B[b] (w kolejnosci
malejacych indekséw ), a wszystkie wartosci z prawego minimum w kolejce A[a)
(w kolejnosci rosnacych indekséw). Kolejka Ala] w fazie £ — 1 byla wykorzystywana
podczas obliczen dla komérki dfa, b — 1], zatem zawiera pary (i, t[i] + d[a,i — 1])
dla indekséw s[a,b — 1] < i < b— 1. Poniewaz s[a,b — 1] < s|a, b], wigc wystarczy
usunaé z niej pary o indeksach nie wiekszych niz s[a, b] oraz dodaé pare

o indeksie b. Analogicznie uaktualniamy pary w kolejce B[b]. Pseudokod calego
algorytmu jest nastepujacy (zakladamy, ze dla pustej kolejki petla while

nie wykonuje sig, a operacja min zwraca 00):

for /:=0ton—1do
for a:=1ton—-/do
b:=a+/¢;
for i :=s[a,b— 1] to s[a+1,b] do
if d[a,i — 1] < d[i + 1,b] then
sla,b] == 1i;
Ala].push(b, t[b] + d[a, b — 1]);
while Ala].first < s[a,b] do Ala].pop;
BIb).push(a, tla] + da + 1,b]);
while B[b].first > s[a,b] do B[b].pop;
d[a, b] := min(A[a].min, B[b].min);

Kolejki mozemy zaimplementowaé tak, aby wszystkie udostepniane operacje
dzialaly w zamortyzowanym czasie stalym. Zauwazmy, ze tuz przed wykonaniem
operacji push(i,v) mozemy usunaé z konca kolejki wszystkie pary o wartosciach
nie mniejszych niz v, gdyz para (i,v) bedzie lepszym kandydatem na minimum.
Dzigki temu pary znajdujace sie¢ w kolejce beda zawsze posortowane rosnaco
wedlug wartosci, zatem operacja min po prostu zwrdci wartos¢ pary z poczatku
kolejki. Ostatecznie ztozonoéé czasowa algorytmu wyniesie O(n?).

Tomasz IDZIASZEK

Grupowa eksploracja
Dominik PAJAK®

Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktérej grupa speleologéw chce wyeksplorowaé
nieznang jaskinie. Przy kazdym rozgalezieniu musza podejmowaé decyzje, ilu

z nich pdjdzie kazdym z nowych tuneli. By¢ moze czasami bedzie sie optacalo
zostawi¢ cze$¢ z nich przy rozgalezieniu. Niektore z tuneli beda si¢, by¢ moze,
konczyly $lepo, a niektore beda sie dalej rozgatezialy. Speleolodzy maja telefony
i moga sie ze soba komunikowaé, wiec gdy jeden z nich odkryje tunel z duza
liczba rozgalezien, moze wezwaé positki. Intuicyjnie rozsadne wydaje sie
wysylanie wiekszej liczby speleologdéw w te rejony jaskini, w ktérych jest

wiecej tuneli. Chcieliby$émy jako$ sformalizowaé (i nieco uprosci¢) ten problem
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