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i Mechaniki UW?

Odpowiedz krétka: wszystkiego tego, co mozna sformutowaé precyzyjnie
w jezyku matematyki, czyli wszystkiego.

Odpowiedz praktyczna: tego, czym si¢ zajmuja nasi pracownicy — kilka
przykladéw przedstawimy w tym i nastepnych artykutach.

Odpowiedz konkretna: na przyklad, zachowania sie¢ uktadow wielu
oddzialujacych obiektow. Ja zajmuje sie tym przez cale zycie, ciagle tym samym,
a jednak za kazdym razem czyms$ innym. Na poczatku byly to oddziatujace
atomy oraz czasteczki tworzace krysztaly i inne ciata stale, potem nastal czas
graczy (czasami nazywanych agentami) — czyli ludzi lub zwierzat — w teorii gier
ewolucyjnych, a teraz sa to gléwnie biatka w matematycznych modelach
regulacji genow.

Kazdy z tych obiektéw oddzialuje z innymi obiektami znajdujacymi sie

w pewnym sasiedztwie. Zachowanie danego obiektu zalezy od jego potozenia,
predkosci i innych charakterystyk, zwanych stanami tej czastki lub osobnika, ale
tez od stanu obiektow, z ktorymi oddzialuje. Ruch oddziatujacych czastek
opisuja rownania Newtona — rownania rézniczkowe II zasady dynamiki znane
Wam z liceum (zapewne bylicie nieSwiadomi, ze spotkalidcie juz wtedy na swojej
drodze réwnania rézniczkowe). Przypomnijmy: zmiana stanu danego obiektu
zalezy od jego stanu i od standéw wszystkich obiektéow, z ktérymi oddziatuje,

a zmiana ich stanéw zalezy od stanu danego obiektu itd., itd. W tym momencie
by¢ moze niektéorym z Was przypominajg sie wypowiedzi Russella Crowe’a,

czyli Johna Nasha z filmu Piekny umysi. Jak chcecie si¢ dowiedzie¢, czym réznia
sie rownowagi Nasha oddziatujacych graczy od stanéw réwnowagowych
oddzialujacych czastek w fizyce statystycznej, to przyjdzcie na nasz wydzial,
niecierpliwym polecam notatki do wykladu Modele matematyki stosowanej [1].

W uktadach bardzo wielu oddzialujacych obiektéw niemozliwe jest $ledzenie
kazdego z nich, niemozliwe jest analityczne rozwigzanie odpowiednich réwnan,
a nawet gdybysmy rozwiazali je numerycznie, to byliby$my przyttoczeni
kosmiczna iloécig danych liczbowych. Naszym celem moze by¢ obliczenie
$redniego zachowania, czyli — jak to méwig matematycy — wartosci oczekiwanej.
I to, niestety, tez jest trudne zadanie.

Nadszed! czas, aby przedstawi¢ gléwnego aktora naszej opowiesci — pole Srednie.
Otoéz niezwykle prosty pomyst polega na tym, aby oddzialywanie danego obiektu
z innymi obiektami przedstawi¢ jako oddzialywanie danego obiektu

z (nieznanym) $rednim otoczeniem wytworzonym przez pozostale obiekty.
Powtérzmy: otrzymany w ten sposéb uklad to jeden obiekt oddziatujacy

z uérednionym otoczeniem. W tak prostym ukladzie wzglednie tatwo jest obliczy¢
jego éredni stan. Otrzymany wzor zawiera nieznane pole Srednie, a wiec jest

de facto rownaniem na nieznang wartos¢ pola $redniego. Mozemy rozwiazac to
rOwnanie, czyli — jak moéwia fizycy — samouzgodnié¢ pole $rednie, ktore musi by¢
réwne éredniemu stanowi naszego wyjsciowego obiektu.

Proste, nieprawdaz? Ale, jak powszechnie wiadomo, diabel tkwi w konkretnych
przyktadach. Zobaczymy, ze nie taki on straszny.

Przyklad 1: Dlaczego istnieje magnes? Fizycy wiedza, ze podgrzany magnes
traci swoje wlasnosci magnetyczne. Zjawisko to stara sie wyjasnic teoria ciala
stalego, dzial fizyki zajmujacy sie wlasno$ciami cial makroskopowych. W bardzo
duzym uproszczeniu przyjmujemy, ze namagnesowanie ciala jest suma wektorowa
malych magneséw zwiazanych z jego poszczegélnymi atomami. Z jednej strony,
sity oddzialywan pomiedzy magnesikami prowadza do ich utozenia wzdtuz
jednego kierunku. Sasiednie magnesiki lubig uktadaé si¢ w tym samym kierunku
(wtedy maja najmniejsza energie i tak — od sasiada do sasiada — ta cheé
nasladowania trafia do wszystkich). Z drugiej strony, ruchy cieplne atoméw
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Rys. 1. Namagnesowanie jako funkcja
temperatury.
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zaburzaja ten idealny porzadek. Wynikiem tych dwoch przeciwstawnych
oddzialywan jest ustalenie sie rOwnowagowego namagnesowania ciala.
Wynikaloby z tego, ze namagnesowanie jest malejaca funkcja temperatury,
zbiegajaca do zera wraz z jej wzrostem. Okazuje sie jednak, jak to widzimy

na rysunku 1, ze istnieje temperatura krytyczna, tak zwana temperatura Curie,
powyzej ktorej ciato catkowicie traci wlasnosci magnetyczne — mamy

do czynienia z przejSciem fazowym. Nasze pierwsze ¢wiczenie w uzywaniu pola
$redniego pozwoli nam wyjasni¢ to niezwykle ciekawe i nieintuicyjne zjawisko.

Magnes matematyczny — ferromagnetyczny model Isinga. W modelu
Isinga oddzialujace obiekty — magnesiki — umieszczone sa w weztach regularnej
kraty sze$ciennej Z3, gdzie Z jest zbiorem liczb catkowitych. W kazdym wezle
i € Z3 umieszczamy matematyczna reprezentacje o; magnesiku, zmienng mogaca
przyjmowaé dwie wartosci: +1 (magnesik skierowany do goéry) i —1 (magnesik
skierowany do dotu). Zmienna o; nazywamy spinem w wezle i. Niech A C Z3
bedzie skoficzonym podzbiorem wezléw naszej kraty. 24 = {+1, —1}* jest
zbiorem konfiguracji na A, czyli zbiorem wszystkich funkcji przypisujacych
weztom spin skierowany do gory lub do dolu. A teraz najwazniejsza rzecz: jak
oddzialuja ze soba spiny. O tym méwi hamiltonian, czyli funkcja na 24
przypisujaca energie konfiguracjom na A. Przyjmujemy, ze oddzialuja ze soba
spiny, ktore sg najblizszymi sasiadami,

HA:— Z O'z'O'j—hZO'i,
(i,7), 1,5€A ied
gdzie (i,7) jest para najblizszych sasiadéw, a h > 0 jest zewnetrznym polem
magnetycznym.

Hamiltonian w mechanice klasycznej oddziatujacych czastek jest sumag ich energii
kinetycznych i energii potencjalnej oddzialtywan miedzy nimi. W powyzszym
wyrazeniu nie uwzgledniamy energii kinetycznej.

Nasz uktad spinowy podlega nieustannym ruchom cieplnym i w zwiazku z tym
nawet w rownowadze jest ukladem stochastycznym. Powinni$my wiec okresli¢
prawdopodobienstwa przebywania uktadu w kazdym z mikroskopowych standw,
czyli elementéw zbioru £24. Wszelkie makroskopowe wielkosci fizyczne, takie jak
energia czy namagnesowanie ukladu, sa wiec zmiennymi losowymi na 2.
Interesowaé nas beda wartosci oczekiwane tych zmiennych losowych.
Whprowadzamy nastepujacy rozktad prawdopodobienstwa,

X e~ THA(X)
P10 (X) = mv

gdzie T jest temperatura ukladu, czyli miara jego ruchéw cieplnych, a

Z(T,h, A) Z e~ THAX)
XenNa
jest czynnikiem normalizujacym prawdopodobienstwo. W fizyce Z(T, h, A)
nazywane jest sumg statystyczng, natomiast pr p 4 — wielkim rozkladem
kanonicznym albo stanem Gibbsa. Ciekawy $wiata Czytelnik moze znalezé
uzasadnienie wprowadzenia takiego, a nie innego rozktadu prawdopodobienstwa
we wspomnianych juz notatkach.

Definiujemy teraz zmienna losowsa namagnesowania uktadu:

Y e

€A
Aby unikngé niepotrzebnych, drugorzednych probleméw technicznych,
wprowadzamy periodyczne warunki brzegowe, a wiec zwijamy A
w trojwymiarowy torus. Na warto$¢ oczekiwang m zmiennej losowej M w stanie
Gibbsa otrzymujemy wtedy wyrazenie
_— Yo Xean UO(X)e% (Zu,weA ai(X)oi (X)+h Y2, oi(X)) |

Z(T,h,A)
gdzie 0 jest dowolnym weztem, 0 € A.
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Rys. 2. Graficzne rozwigzanie réwnania
pola éredniego (1).

Wystepowanie w sumie Y (i,j) 0i0 iloczynéw o;0;, a wiec oddzialywan miedzy
spinami, nie pozwala znalez¢ wzoru na m. Na pomoc przychodzi pole srednie.
Zmieniamy ¢; w powyzszych iloczynach na (nieznang) wartosé oczekiwana m.
Kazdy spin oddzialuje z szeScioma sgsiednimi spinami, co oznacza, ze
zastepujemy > (i,5) Oi0; Drzez > ica 3mo; (uwaga: aby nie uwzgledniaé¢ dwa razy
oddzialywania pomiedzy spinami w wezlach i i j piszemy 3 zamiast 6). Czytelnik
tatwo zauwazy, ze zaréowno licznik, jak i mianownik mozna przedstawic¢

za pomocg odpowiednich iloczynéw, i po prostych przeksztatceniach otrzyma
rOwnanie

Zauwazmy, ze zewnetrzne pole magnetyczne h zostato zmodyfikowane przez
$rednie pole 3m, ktére interpretujemy jako efektywne pole pochodzace

z uérednienia oddzialywan danego spinu. JesteSmy w szczegdlny sposob
zainteresowani przypadkiem zerowego pola zewnetrznego, h = 0, to znaczy
namagnesowaniem spontanicznym. Aby dosta¢ w takim przypadku
samouzgodniona warto$¢ m, musimy rozwiaza¢ rownanie

3m
1 = tgh —.
(1) m = tgh —

Mozemy je rozwiazaé graficznie. Znajdujemy przecigecie wykresu funkcji

f(m) =tgh 377” i linii prostej y = m (patrz rysunek 2). Latwo zauwazy¢, ze dla
T > 3 oba wykresy przecinaja sie tylko w jednym punkcie m = 0. Jedli jednak

T < Te = 3, wykresy przecinaja sie w trzech punktach i w ten sposob dostajemy
trzy rozwiazania: m = 0 1 m = +mg(T), gdzie mo(T) jest dodatnim
namagnesowaniem. T¢ jest krytyczna temperatura Curie, w ktorej zachodzi
przejscie fazowe. Rysunek 1 to wniosek z rysunku 2; nasz cel zostal osiagniety.

Mozna udowodnié, ze dla T' < T rozwigzanie m = 0 jest termodynamicznie
niestabilne. Wspoélistnienie dwéch rozwiazan m = +mo(7T') jest wynikiem
symetrii hamiltonianu (w przypadku zerowego pola zewnetrznego, h = 0)

ze wzgledu na odwrécenie spinéw o; — —o;. Oznacza to, ze w temperaturze
nizszej od krytycznej wspolistnieja dwa makroskopowe stany réwnowagowe
naszego magnesu.

Przyktad 2: Samoograniczajacy sie gen. Produkcja bialek w komorkach jest
wynikiem réznych biochemicznych proceséw. Umozliwiaja one réznicowanie sig
komérek i ich odpowiedZ na zmieniajace si¢ Srodowisko. O tym, jakie biatko
powstanie, decyduje informacja genetyczna zapisana w DNA. W najprostszym
modelu produkcji biatka, czyli — jak to méwia biolodzy — ekspresji genu,

w kazdym momencie moze zaj$¢ jedno z dwéch zdarzen: produkcja lub
degradacja jednej czasteczki bialka. Opisujemy to matematycznie
stochastycznymi procesami urodzin i §mierci. W procesie takim stan komérki
w kazdej chwili jest okreslony przez liczbe czasteczek biatka. Zmiany stanu

w czasie zachodza z odpowiednimi prawdopodobienstwami. Zakladamy, ze jesli
w czasie t w komorce bylo n czasteczek bialka, to

e Prawdopodobiefstwo produkeji (urodzin) jednej czasteczki w odcinku
czasowym (t,t+ h) wynosi kh + o(h),

e Prawdopodobienstwo degradacji ($mierci) jednej czasteczki w odcinku
czasowym (t,t + h) wynosi ynh + o(h),

e Prawdopodobienstwo wystapienia wiecej niz jednej zmiany (reakcji) w odcinku
czasowym (t,t + h) wynosi o(h),

gdzie k i~y to intensywnosci produkeji i degradacji, a o(h) jest wielkoscia
mniejszego rzedu niz h, to znaczy limp_go(h)/h = 0.

Oznaczmy przez f(n,t) prawdopodobiefistwo tego, ze w komoérce w chwili ¢ jest
n czasteczek biatka. Naszym celem jest znalezienie wzoru na warto$¢ stacjonarna,
czyli niezalezna od czasu f(n), albo przynajmniej na wartos$é¢ érednia liczby
czasteczek biatka, > 2 nf(n). Aby co$ obliczy¢, trzeba na to co$ ulozyé
rOwnanie i, oczywiscie, potem je rozwiazaé¢. By w komoérce bylo n czasteczek
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w chwili ¢ 4+ h, powinno by¢ n — 1 czasteczek w chwili ¢ i jedna czasteczka
powinna by¢ wyprodukowana w czasie h lub n 4 1 czasteczek w chwili ¢ i jedna
czasteczka powinna zdegradowaé w czasie h lub n czasteczek w chwili ¢

i nic nie powinno si¢ zdarzy¢ w czasie h.

Mozemy napisa¢ wyrazenie na prawdopodobienstwo catkowite:

f(n,t+h)=khf(n—1,t)+ (n+ Dyhf(n+1,t) + (1 — kh —nvh)f(n,t) + o(h), dlan>1,
fQO,t+h) =~vhf(1,t) + (1 —kh)f(0,t) + o(h).

N
; . k 7
l: DNA—L>pP——>
Rys. 3. Samoograniczajacy sie gen,
a, B, ki, v sa odpowiednio
intensywnosciami odtaczania

i przylaczania biatka do promotora,
produkcji i degradacji biatka.

dfO(nv t)

dt
df1 (Tl, t)
dt

Przenosimy teraz f(n,t) na lewa strone, dzielimy przez h, przechodzimy

do granicy h — 0, dostajemy pochodna jako granice ilorazu réznicowego, czyli
po prostu predkos¢ zmian prawdopodobienstwa, i ostatecznie otrzymujemy
nieskonczony uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

(2) w =kfln—=11)+ (n+1)vf(n+1,t) = (k+ny)f(n,t), n > 1,
w :fyf(l,t) —k‘f(O,t),

powiedzmy, z warunkiem poczatkowym f(0,0) = 1. Jest to stynne réwnanie M.

Nie bedziemy go rozwiazywaé. Interesowaé nas bedzie stan stacjonarny f(n),

w ktérym wplywy i wyplywy w ksiggowaniu prawdopodobienstw réwnowaza sie.
Funkcja f(n) jest rozwiazaniem nieskonczonego ukladu réwnan algebraicznych,
opisujacych réwnowage globalna, uzyskanych z (2) przez przyréwnanie do zera
pochodnych czasowych.

Rozwiazemy powyzszy uklad réwnan krok po kroku. Z réwnania na f(0)
dostajemy kf(0) =~ f(1), z réwnania na f(0) i uwzglednieniu poprzedniej relacji
dostajemy kf(1) = 2vf(2). Czytelniku, prosze, sprawdz, ze dla dowolnego n > 1
mamy kf(n) = (n+ 1)vf(n+ 1). Latwo zrozumieé, dlaczego relacje takie
nazywamy warunkami rownowagi szczegéltowej. Teraz juz szybko zdazamy

do mety, czyli do wzoru na rozktad prawdopodobienstwa f(n). Wyznaczamy
kolejno z powyzszych wzoréw f(n) = f(0)(k/v)™/n! i po uwzglednieniu warunku,
ze suma wszystkich prawdopodobienstw musi by¢ réwna 1, otrzymujemy

RO

Jest to slynny rozktad Poissona.

Ale zycie, czyli biologia, nie jest takie proste. Okazuje si¢, ze bardzo czesto gen
sam siebie ogranicza. Dzieje si¢ to w ten sposéb, ze czasteczka biatka moze
zwigzaé sie z pewna czeScia DNA zwang promotorem i ograniczy¢ jego ekspresje,
czyli produkcje nastepnych czasteczek. W modelu matematycznym przyjmujemy,
ze DNA moze znajdowaé si¢ w dwbch stanach: stanie zwiazanym, oznaczanym
przez 1 i w stanie wolnym 0. W stanie wolnym produkcja biatka zachodzi

z intensywnoscia kg, a w stanie zwiazanym — z intensywnoscia ky (rysunek 3).

Stan naszej komorki jest teraz dodatkowo opisany przez f;(n), i € {0,1}, i jest
tacznym prawdopodobienistwem tego, ze w komérce w chwili ¢ jest n czasteczek
biatka, a DNA jest w stanie i. Wtedy dla n > 1 réwnanie M ma nastepujaca
postaé:

= kofo(n — 1,t) + (n + D)y fo(n + 1,t) — (ko + ny) fo(n, t) + afi(n,t) — nBfo(n,t),

=kifi(n = Lt) +nyfi(n+ 1,8) = (ks + (n = D) fi(n, 1) — afi(n,t) + nBfo(n, 1),

gdzie « jest intensywnoscia odlaczania biatka od promotora, a § intensywno$cia
przytaczania. Zauwazmy, ze zgodnie z obserwacjami biologicznymi zwigzana
czasteczka bialtka nie ulega degradacji.

Okazuje sie, ze powyzszego ukladu réwnan nie mozemy rozwigzaé¢ nawet w stanie
stacjonarnym. Latwo sprawdzié, ze nie sa spelnione warunki réwnowagi
szczegblowej. I znowu na pomoc przychodzi pole srednie. Zastepujemy n

w sktadnikach opisujacych przelaczanie sie genu miedzy dwoma stanami przez
jego nieznang warto$¢ oczekiwana.
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Niestety, nadal nie umiemy rozwiaza¢ réwnania M w stanie stacjonarnym (brak
réwnowagi szczegbélowej nadal nam doskwiera), ale przynajmniej dostajemy —
tak jak w modelu Isinga — réwnanie (dokladniej: uklad réwnan) na nieznana
warto$¢ oczekiwana. Rozwiazujemy rownania i dostajemy wzor na wartos$é
oczekiwana liczby czasteczek biatka w stanie stacjonarnym, a to zawsze cieszy
matematykéw i mamy nadzieje, ze rowniez bedzie cieszy¢ biologéw. Konczy nam
sie czas i przestrzen przeznaczona na rozwazania o polu $rednim dla
samoograniczajacego sie genu, zaciekawionych Czytelnikow odsylamy znowu

do naszych notatek i do artykulu naukowego [1, 2], a takze do [3].

O innych ciekawych zastosowaniach matematyki mozna przeczytaé¢ w artykutach
Marka Bodnara, Urszuli Fory$ i Pawla Matejka w sierpniowym numerze Delty
w 2014 roku oraz Witolda Sadowskiego w numerze grudniowym. I oczywiscie
przeczytajcie w tym numerze artykut Tadeusza Platkowskiego o dylematach
spolecznych, Wojciecha Niemiry o spacerach i polimerach oraz Piotra Dittwalda
o (nie)prawdopodobnych izotopach. I do zobaczenia na Banacha

(wejscie od Pasteura).

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1456. W trapezie ABCD boki AB i C'D sg rownolegle oraz AB =2-CD.
Punkt E jest srodkiem boku BC' (rys. obok). Udowodnié, ze jesli w czworokat
AFECD mozna wpisaé okrag, to AB = BC.

Rozwigzanie na str. 15

M 1457. Niech x4, ...,x, beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi, przy czym
> 3. Dla wygody przyjmijmy dodatkowo, ze x,,4+1 = 21, Tpy2 = To.

(a) Udowodnié, ze

n n

Tk Tk41
@) Z g Z Ty Thy1

x x
o Tetl T Ter2 (T

(b) Wykazaé, ze jesli dodatkowo ciag (zx)}_, Jest monotoniczny, to

n

Tk
(2) x Jr x ~ T+ ’
iy Tht k+2 T Tk k+1
oraz
- n
(3 > ————— >+,
) Thi1 + Thio 2

k=1
Rozwiazanie na str. 13

M 1458. Rozstrzygnad, czy dla kazdej liczby catkowitej n > 3 mozna wybraé
n punktow na plaszczyznie tak, aby odlegtos¢ miedzy kazdymi dwoma byla
co najwyzej 1 i byla réwna 1 dla doktadnie n par punktow.

Rozwiazanie na str. 12

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 879. Z potudniowego i z péinocnego bieguna ziemskiego wystrzelono
rownoczeénie rakiety z jednakowymi predkosciami poczatkowymi, skierowanymi
poziomo. Po 3 godzinach i 20 minutach rakiety znalazly sie w maksymalnej
odleglosci od siebie. Znalezé te maksymalna odlegtosé. Przyjaé, ze przyspieszenie
ziemskie wynosi g = 10 m/s?, a Ziemia jest kula o promieniu R = 6400 km.
Rozwiazanie na str. 14

F 880. Czasowsa zalezno$¢ natezenia pola elektrycznego fali elektromagnetycznej
o czestosci kolowej w = 2 - 1016 571 i amplitudzie modulowanej z czestoécia

2 =2-10" s~ mozna zapisa¢ jako E = A(1 + cos 2t) coswt (gdzie A to stala).
Zmnalez¢é maksymalna energie elektronéw ,,wybijanych” przez taka fale z atomow
gazowego wodoru, dla ktoérego energia jonizacji wynosi W; = 13,5 eV.
Rozwiazanie na str. 16
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