i\j |2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 1
2 4 3 2 1
3 3 4 5
4 2 1
5 5

Rys. 1. Przyktadowa tabela kosztow dla
n = 5 kubkéw. Koszt ¢;; pytania [, j]
znajduje si¢ na przecigciu wiersza

z kolumnyg j.
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Rys. 2. Graf G po rozwazeniu
podpowiedzi o kosztach 1 i 2. Zadajemy
pytania odpowiadajace pogrubionym
krawedziom.

Informatyczny kacik olimpijski (81): Kuglarz

W tym miesiacu oméwimy zadanie Kuglarz z pierwszej rundy Potyczek
Algorytmicznych 2014. Tytulowy kuglarz zaprasza przechodniéw do nastepujacej gry.
Na stoliku w rzedzie ustawil n kubkéw z numerami 1,2,...,n, a zawczasu pod
niektérymi schowal kauczukowe kulki. Jesli grajacy doktadnie odgadnie, ktére to
kubki, to dostaje nagrode. Kuglarz odptatnie udziela grajacemu podpowiedzi.

Za c;j bajtogroszy (dla 1 <i < j <n+ 1) gotéw jest zdradzié, jaka jest parzystosé
liczby kulek schowanych pod kubkami o kolejnych numerach i, 4+ 1,...,5 — 1. Znajac
ceny wszystkich mozliwych podpowiedzi, nalezy wyznaczy¢ koszt zebrania informacji,
ktére pozwola okresli¢ z cala pewnoscia, pod ktérymi kubkami znajduja sie kulki.
Sciglej rzecz biorac, nalezy znalezé najmniejsza taka liczbe k, ze istnieje strategia
zadawania pytan, ktora niezaleznie od odpowiedzi kuglarza pozwala na zlokalizowanie
kulek za co najwyzej k bajtogroszy.

Sprébujmy wyznaczy¢ rozwiazanie dla tabelki kosztow z rysunku 1. Naiwne zadanie
pytan o jednokubkowe przedzialty kosztowatoby 1+ 4 + 3 + 2 + 5 = 15 bajtogroszy.
Czy da sie lepiej? Oznaczmy przez [i, j] podpowiedZ na temat parzystosci liczby
kulek pod kubkami o numerach ¢,7 +1,...,j5 — 1. Zacznijmy od pytan o malych
kosztach: pytanie [1,2] daje nam informacje, czy pod pierwszym kubkiem znajduje
sie kulka, a pytanie [1,6] o parzysto$é liczby wszystkich kulek. Zadanie ich kosztuje
c12 + c16 = 2 bajtogrosze. Nastepne pytanie o malym koszcie to [2, 6], ale czy
rzeczywiscie oplaca sie je zadawaé? Nie, gdyz na podstawie poprzednich podpowiedzi,
znamy parzysto$¢ kulek na pozycjach od 2 do 5.

Te obserwacje mozna nieco uogdélnié¢: na podstawie odpowiedzi na dwa dowolne
pytania z tréjki [4, 5], [J, k] oraz [i, k] jesteSmy w stanie wyznaczyé odpowiedz na
trzecie z tych pytan. Tutaj nastepuje kluczowy pomyst: zbudujmy graf pusty G

o n + 1 wierzchotkach vy, va, ..., v,41. Dla kazdego zadanego przez nas pytania [z, j],
bedziemy w tym grafie laczy¢ krawedzia wierzcholki v; oraz v;. Zachodzi teraz
nastepujacy fakt: jesli wierzcholki v; oraz v; naleza do tej samej spojnej skladowej
grafu, to albo zadaliSmy juz kiedy$ pytanie [¢, j], albo jestedmy w stanie wyznaczyé
na nie odpowiedz na podstawie dotychczasowych podpowiedzi kuglarza. Istotnie:
jesli wierzchotki te taczy Sciezka v; = vpy, Up,, ..., Vp, = v, to przez indukcje

mozna pokazaé, ze mozemy wyznaczy¢ odpowiedzi na kolejne pytania

[P07p1]7 [Po»pz]v ) [Pmpe]-

7 powyzszych rozwazan wynikaja nastepujace wnioski. Nie oplaca sie prosié¢

o podpowiedzi, ktére spowodujg powstanie cyklu w grafie, zatem po zadaniu
doktadnie n pytan graf G, ktéry nam powstanie, bedzie drzewem, a zdobyte
informacje umozliwig zlokalizowanie wszystkich kulek (obecno$é kulki pod i-tym
kubkiem to odpowiedz na pytanie [i,i + 1]). Zauwazmy, ze musimy zadaé¢ n pytan, bo
kazda podpowiedz kuglarza daje nam co najwyzej 1 bit informacji, a musimy
zgromadzié¢ n bitéw, zeby wyznaczy¢ lokalizacje kulek. Ponadto, kolejno$é zadawania
pytan nie ma znaczenia. Pozostaje kwestia, jak wybiera¢ pytania. Rozwazajac je

w kolejnosci od najmniejszych kosztéw i pomijajac pytania, na ktore znamy
odpowiedz, mozemy znalez¢ strategie dla przykladu o koszcie 7 bajtogroszy (rys. 2).

Zauwazmy, ze postepujac w taki sposob, obliczyliSmy nic innego, jak drzewo
rozpinajace o minimalnym koszcie dla nieskierowanego grafu pelnego, w ktérym
kazda para wierzcholkéw v; i v; jest polaczona krawedzia o wadze c;;. Nasza strategia
zachtanna dziata dokladnie tak jak algorytm Kruskala, stuzacy do wyznaczania tego
drzewa. Poniewaz, jak powiedzielismy wyzej, kazda strategia zadawania pytan
wyznacza nam drzewo rozpinajace, zatem, aby znalezé optymalna strategie, nalezy
znalez¢ drzewo rozpinajace o minimalnej wadze.

Standardowo robi si¢ to, korzystajac wtasnie z algorytmu Kruskala lub algorytmu
Prima z kolejka priorytetowa zrealizowana za pomoca kopca binarnego. Dla grafu
o n wierzchotkach i m krawedziach oba algorytmy dzialaja w czasie O(mlogn).
W naszym przypadku mamy jednak do czynienia z grafem pelnym, w ktérym
m = Q(n?), co daje czas O(n?logn). Mozna ten czas poprawié, zastepujac kolejke
priorytetowa w algorytmie Prima zwyklg tablica, w ktorej czas wyszukiwania bedzie
O(n), ale czas aktualizacji krawedzi bedzie staly. Dzigki temu zlozono$é rozwiazania
zmniejszy sie do O(n?).

Tomasz IDZIASZEK
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