Chociaz metoda probabilistyczna stynie przede wszystkim
ze swoich zastosowan w kombinatoryce, jej mozliwosci sg
duzo wieksze. Na stronie angielskiej Wikipedii zebrane
zostaly przyklady powaznych twierdzen, ktére mozna
udowodnié¢ z uzyciem rachunku prawdopodobienstwa. Lista
jest doprawdy imponujaca i zawiera przyktady z dziedziny
analizy, algebry, teorii liczb czy nawet topologii.

Do najbardziej fascynujacych ilustracji tej metody na pewno
mozna zaliczy¢ twierdzenie Weierstrassa o aproksymacji
funkcji cigglych wielomianami, ktére mozna udowodnié¢

z uzyciem tzw. prawa wielkich liczb. Bardzo intrygujacy
moze by¢ réwniez dowdd zasadniczego twierdzenia algebry
z uzyciem dwuwymiarowych ruchéw Browna.

Metoda probabilistyczna nie jest jedynie kolejna technika
rozwigzywania zadan olimpijskich, a poteznym narzedziem
stosowanym wspotczesnie w wielu dzialach matematyki.
Bardzo duza cze$¢ obecnie intensywnie badanej
wielowymiarowej geometrii wypuklej opiera si¢ na
metodach losowych.

Czytelnik zainteresowany bardziej zaawansowanymi
zastosowaniami tej metody moze zajrzeé¢ do

doskonalej ksiazki Nogi Alona i Joela H. Spencera:
The Probabilistic Method oraz sprébowaé swoich sit

m Z.adania

w dwdch interesujacych zadaniach pozostawionych do
samodzielnego rozwigzania.

Zadanie 5. Dwustu uczniéw wzieto udzial w konkursie
matematycznym. Mieli oni do rozwiazania 6 zadan. Kazde

z zadan zostalo rozwiazane przez przynajmniej 120 uczniéw.
Udowodnié, ze istnieja tacy dwaj uczniowie, ze kazde z zadan
zostalo rozwigzane przez przynajmniej jednego z nich.

PodpowiedZ. Rozwaz dwbch losowych uczniéow i oszacuj
prawdopodobienstwo tego, ze nie rozwigzali oni oboje
zadania pierwszego. Postap podobnie dla pozostatych zadan
i wykorzystaj fakt, ze prawdopodobienstwo sumy
mnogosciowej nie przekracza sumy prawdopodobienstw.

Zadanie 6. W kole o promieniu 16 znajduje si¢

650 punktéw. Mamy do dyspozycji pierscien, ktéry powstat
przez usuniecie kola o promieniu 2 ze wspéltsrodkowego

z nim kota o promieniu 3. Wykazaé, ze 6w pierscien mozna
umiedci¢ na plaszczyznie w taki sposéb, ze przykrywa on
przynajmniej 10 z danych punktéw.

Podpowiedz. Rozwaz losowy punkt w kole o promieniu 19,
ktére jest wspélérodkowe z danym. Udowodnij, ze jezeli
Srodek pierscienia umiescimy w tym punkcie, to wartos$é
oczekiwana liczby przykrytych punktéw jest wieksza niz 9.

Redaguje Tomasz TKOCZ
M 1453. W trapezie ABCD boki AB i C'D sa réwnolegte oraz AB =2 - CD.

Punkt E jest srodkiem boku BC. Udowodnié, ze jesli AB = BC, to w czworokat

AECD mozna wpisaé okrag.

D ¢ Rozwigzanie na str. 17
M 1454. Niech z1, ...,z beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi, przy czym n > 3.
E Dla wygody przyjmijmy dodatkowo, ze n+1 = 1, Tnt+2 = x2. Udowodnié, ze
n
Rt
= Thtr t Tht2 T 4
A B Rozwigzanie na str. 9

M 1455. 12 rycerzy siedzi przy okragtym stole. Kazdy z nich ma doktadnie dwéch
wrogéw, jednego po swej prawej i jednego po swej lewej stronie. Na ile sposobéw kroél
moze wybraé¢ druzyne sktadajacy sie z 5 rycerzy, w ktorej nie bedzie wrogdw?

Rozwiazanie na str. 18

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 877. Jednakowe atomy o masach M i predkosciach ug
tworzg réwnolegla wiazke. Wiazka ta zderza sig

z przeciwbiezng, monochromatyczna wigzka fotonéw
($wiatta laserowego) o energiach réwnych energii
wzbudzenia atomoéw ze stanu podstawowego do jednego
ze stanéw wzbudzonych o naturalnym czasie zycia 7.

Jak dluga droge przebedzie kazdy z atoméw od pierwszego
zderzenia z fotonem do zatrzymania? Diugo$é fali Swiatla
laserowego wynosi A\. Wiazka $wiatta jest wystarczajaco
intensywna. Obliczenia wykonaj dla atoméw magnezu.
Rozwiazanie na str. 14

F 878. Atom w stanie wzbudzonym, po pewnym czasie
przechodzi do stanu o nizszej energii, emitujac przy tym

foton. Sredni czas zycia T w stanie wzbudzonym wyznacza
tzw. naturalna szerokos¢ linii widmowej, czyli doktadnosé,
AFE, z jaka mozliwe jest wyznaczenie energii stanu
wzbudzonego: TAE > h/(27), gdzie h oznacza staly Plancka.
Obserwowane linie widmowe gazu w temperaturze T sa
dodatkowo poszerzone ze wzgledu na termiczny ruch
atoméw emitujacych fotony. Miara szerokosci linii widmowej
jest potowa szerokosci rejestrowanego rozktadu natezenia

w polowie wysokosci tego sygnatu (tzw. FWHM — full width
at half mazimum). Oszacuj, do jakiej temperatury nalezy
ochtodzi¢ gaz atoméw magnezu, aby termiczna szerokosé
linii widmowej (FWHM) odpowiadajacej dtugosci fali
Swietlnej byla réwna naturalnej szerokodci tej linii, AFE.
Rozwiazanie na str. 10

Wartosci statych wystepujacych w obu zadaniach: dhugosé fali $wiatta laserowego A = 2852,1 A,

czas zycia stanu wzbudzonego 7 = 2- 107 s, masa atomu magnezu M = 2,264 - 10'° eV/C27

predkosé termiczna atoméw magnezu w temperaturze 600 K to up = 800 m/s, stata Plancka h = 4,136 - 10715 eV -5,
stata Boltzmanna k = 8,617 - 10~° eV /K, predkoéé $wiatta ¢ = 2,998 - 10% m/s.
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