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Marian Ritter von Smolan Smoluchowski — swiatowej stawy polski fizyk,

pionier fizyki statystycznej, alpinista i taternik, zyt w latach 1872-1917.
Egzopeptydazy to specjalny typ enzymoéw. Co moze mie¢ wspolnego
Smoluchowski z egzopeptydazami, skoro ani on, ani nikt z jego wspdlczesnych
nie wiedzieli o ich istnieniu? I co do tego maja grafy? Postaram sie wszystko
wyjasni¢ w odpowiedniej kolejnosci. Zaczne od uproszczonego modelu fizycznego.
Podobno zblizony model rozpatrywal Smoluchowski, ale, niestety, nie udato mi
sie dotrze¢ do zrédel i sprawdzi¢ tej informacji.

Wyobrazmy sobie ,pudetko” (okre$lony obszar przestrzeni), do ktérego losowo
wpadaja czastki i z ktorego losowo wypadaja. Mdéwiac nieco doktadniej,
zakladamy, ze w ,krétkim” odcinku czasu, powiedzmy [t,¢ + h],

e do pudetka wpada 1 czastka z prawdopodobienstwem w przyblizeniu
réwnym a.h; prawdopodobienstwo wpadniecia 2 lub wiecej czastek jest tak
male, ze mozemy je zaniedbad,

e kazda sposréd czastek znajdujacych sie w pudetku wypada z niego
z prawdopodobienstwem w przyblizeniu réwnym a;h, niezaleznie od
pozostalych czastek.

Zeby to sformulowaé jeszcze dokladniej, wprowadzimy wygodna terminologie

i kilka oznaczen. Zamiast méwié¢ ,w pudeltku jest n czastek”, powiemy, ze ,uklad
znajduje si¢ w stanie n”. Niech P"(n,n’) oznacza prawdopodobienstwo tego, ze
uklad w chwili ¢ + h bedzie w stanie n’, jesli w chwili ¢ jest w stanie n. Rozumie
sie, ze n,n’ € {0,1,2,...}. Zalézmy istnienie granic

1
(1) }1}{16 EPh(n,n’) =Q(n,n) (n#n).
Nazwiemy Q(n,n’) intensywnoscig przejicia z n do n’. Sciste sformulowanie
zalozen modelu Smoluchowskiego jest takie:

Qn,n+1) = ax,
(2) Q(n,n — 1) = nay,

Q(n,n’) =0, (n#n,n+1#n,n—1#n").
Uktad znajduje sie w réwnowadze, jesli prawdopodobienstwa poszczegdlnych
stanéw nie zmieniaja sie w czasie (méwimy tu o réwnowadze probabilistycznej,
ktéra nie oznacza bezruchu, tylko zréwnowazone losowe fluktuacje). Niech 7(n)
bedzie prawdopodobienstwem stanu n. Ogdlny warunek rownowagi jest

nastepujacy:
(3) m(n) Z Q(n,n') = Z m(n")Q(n',n)  dla kazdego n.

n’:n'#n n’:n’'#n
Wzér (3) méwi tyle, ze prawdopodobiefistwo wyjscia ze stanu n jest réwne
prawdopodobienstwu wejécia do stanu n. Jesli rozktad prawdopodobienstwa m
spelnia (3), to méwimy, ze jest rozkladem réwnowagi lub inaczej stacjonarnym.
Chwila zastanowienia wystarczy, zeby zrozumie¢, ze to dobra definicja. Silniejszy
od ogolnego warunku réwnowagi jest nastepujacy warunek réwnowagi
szczegotowey:

(4) 7(n)Q(n,n') = 7(n)Q(n',n)  dla wszystkich n # n'.

Pozostawiamy Czytelnikowi tatwe sprawdzenie, ze (4) implikuje (3). Warunek (4)
mozna interpretowaé jako odwracalno$é w czasie. Film, pokazujacy stan uktadu,
powiedzmy n(t), w pewnym odcinku czasu, t € [tg, t1], wyglada tak samo, jak
tenze film ,puszczony wspak”: n(t; + to — t). To dlatego, ze przejécia n — n’
zdarzaja sie jednakowo czesto jak przejécia n’ — n (przy réwnowagowym
rozktadzie prawdopodobiefistwa 7).
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Zastanéwmy sie, jaki jest rozkltad réwnowagi w modelu Smoluchowskiego.
OdpowiedzZ jest latwa, jesli wpadniemy na pomyst, zeby szuka¢ rozkladu 7
spelniajacego warunek réwnowagi szczegdlowej. Istotnie, jesli zachodzi (4), to
m(n—1)a, =7w(n)nay dlan=1,2,....

Stad w(n) = m(n — 1)A\/n, gdzie X = a, /a4, a wiec

—1 1 A"

) _mn=1) 7w gy N,

mn—1)w(n—2)  «(0)
Aby wyznaczy¢ stalg 7(0), wystarczy skorzystaé z oczywistego réwnania
o2 om(n) = 1. Poniewaz Y oo A\"/n! = e*, wiec 7(0) = e~*. Otrzymali$my
nastepujacy wynik.

m(n) = T

Twierdzenie 1. W modelu Smoluchowskiego rozklad prawdopodobieristwa dany
wzorem "
A

w(n) = .y

(n=0,1,...)
jest rozkliadem réwnowagi.

Mozna pokazaé, ze wychodzac z dowolnego stanu poczatkowego, w dlugim
okresie czasu zblizamy si¢ do rozktadu réwnowagi: lim; .o, Pt(ng,n) = w(x) dla
wszystkich ng i n. Stawny rozklad wystepujacy w Twierdzeniu 1 zwigzany jest
(jak wiele innych wspanialych obiektéw matematycznych) z nazwiskiem
francuskiego fizyka i matematyka Siméona Denisa Poissona (1781-1840).

Zastanéwmy sie, jaka jest srednia liczba czastek w pudetku Smoluchowskiego
ﬁ (znajdujacym si¢ w réwnowadze). Jesli te Srednia liczbe oznaczymy chwilowo
Rozwiazanie zadania M 1454. przez m, to mozemy przeprowadzi¢ nastepujace rozumowanie. W krétkim okresie
Nlccll ”I‘;\l oznat?za. naleAkazq”z h?Zb. . dhlgOéCi h, W przybliZeniu,
T1,...,%Tn. Popatrzmy na wyraz ki naszej
T, . ' . :
sumy: - i oznaczmy wickszy o do pudetka wpada Srednio a.h czastek,
Thy4+1 + Thy42 B ;
ze sktadnikéw z mianownika, e 7 pudelka Wypada, Srednio maTh CZ@Stek.
Thy41 lub Ty 42, PIZEZ T, - Popatrzmy
teraz na wyraz ks naszej sumy: Poniewaz $rednio tyle samo czastek wpada, co wypada (réwnowagal) to
ko . .
—— i oznaczmy wigkszy — _ — ; : 3
Thgt1 T Thyto a.h = math, skad m = a,/ay = A. Tak wiec zmienna losowa o rozktadzie
ze skladnikéw z mianownika, ~ Poissona ma warto$é¢ srednia (nieszczesliwie nazywana tez ,wartoscia
Tko+1 1UDb Tp, 42, przez T - Kontynuujac ki 3 , . Koled ¢ ¢ . ‘ot .
to postepowanie, otrzymujemy ciag oczekiwana”) réwna . Koledzy matematycy nie uznaja tego rozumowania za
indeksow ki, ko, . ... dowdd, ale moim zdaniem to ciekawe wyprowadzenie.

Zwréémy uwage na zaskakujacy fakt. Poniewaz model (2) spelnia warunek (4),
to jest on odwracalny w czasie. Ogladajac nasze pudetko znajdujace sie

w rownowadze probabilistycznej, nie mamy mozliwoéci rozpoznania, w ktorym
kierunku ptynie czas.

Przejdzmy do graféw. WyobraZzmy sobie wiele pudelek Smoluchowskiego,
oznaczonych numerami 1,...,4,..., k. Czastki wpadaja do pudetek z zewnatrz
uktadu, wypadaja na zewnatrz oraz przemieszczaja sie z jednego pudetka

do drugiego. Zaktadamy, ze w ,krétkim” odcinku czasu [t,t + h],

Poniewaz nieréwnos¢, ktéra chcemy

udowodnié, jest cykliczna, mozemy e do pudetka ¢ wpada z zewnatrz 1 czastka z prawdopodobienstwem
bez utraty ogdlnosci przyjac, ze k1 = 1. W przybliieniu réwnym a*ih’
Z definicji mamy k; = k; + 1 lub . L, . . . . .
k; = k; + 2. Zatem po pewnej liczbie e kazda sposréd czastek znajdujacych sie w pudetku ¢ wypada z niego
?-okow po xaz }zlerwszyl;)trzylxtnm[n}; b na zewnatrz z prawdopodobienstwem w przyblizeniu réwnym a;;h lub
g =n — ub k, = n. Ponadto £ > n/2, . N k ., .. .
bo w kazdym kroku przesuwamy sie przemieszcza si¢ do pudetka j z prawdopodobienstwem w przyblizeniu
o comayae) dwa. Zauwazmy tez, ze réwnym a;;h, niezaleznie od pozostalych czastek.
41 = 1 = R1.
Stosujac teraz nieréwnoéé miedzy Mozemy interpretowaé pudetka jako wierzcholki grafu. Z wierzchotka ¢ do j
$rednimi, otrzymujemy prowadzi strzatka opatrzona liczba a;;. Dodatkowo mozna sobie wyobrazi¢ dwa
z”: Tk N fikcyjne pudelka oznaczone symbolami * i T (4rédlo czastek przybywajacych
Thpr+ Thp z zewnatrz i miejsce gromadzace czastki opuszczajace uktad). Jesli a;; = 0, to

k=1 . . . ce . . . .
, nie ma strzaltki miedzy ¢ i j. Nasz model jest zatem opisany przez skierowany,

4
. Ty . " wazony graf. Dla uproszczenia wzoréw przyjmijmy jeszcze umownie, ze a; = 0
> E > E >
Thj+1 T Thj+2 2Tk 41 dla wszystkich i.

J=1 j=1
Stan uktadu opisuje wektor (lub ,konfiguracja”) n = (n1,...,n,...,ng), gdzie
n; oznacza liczbe czastek w pudetku 7. Definicja intensywnosci przejscia

w wektorowym przypadku pozostaje taka sama, wzér (1) pozostaje w mocy.
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Rozwigzanie zadania F 878.

Energia fotonu odpowiadajacego
promieniowaniu o czestotliwosci f
wynosi hf. Naturalna szeroko$é¢ linii
widmowej AE odpowiada wiec
przedzialowi czestotliwosci

Af = (2r7) 1. Fali $wiatta o dlugosci A
odpowiada czestotliwodé f = ¢/, gdzie ¢
oznacza predkosé swiatta. Jesli Zzrédlo
emitujace swiatlo o czestotliwosci f
porusza sie z predkoéciag v w kierunku
odbiornika, to ze wzgledu na zjawisko
Dopplera, odbiornik zarejestruje
czestotliwo$é f' rézng od f,

z dokladnoécia do wyrazéw liniowych

w /e, f' = f(1+ v/c). Sktadowa
predkosci termicznego ruchu atoméw

w kierunku odbiornika podlega
rozkltadowi Maxwella o gestosci:

Plo) M Mv®
()= (m) oxp <7 2kT> :

Réznica czestotliwodci emitowanej

i rejestrowanej (f' — f)/f = v/c, podlega
wigc rozktadowi P(f"), ktéry jest
proporcjonalny do:

o (M = )?
exp (—W> s

co odpowiada

8kT In 2
FWHM = . f

Tak obliczona wartos¢ FWHM jest réwna
naturalnej szerokosci Af = (27x7) 7, dla
temperatury

MN?
472 - 8k72¢2In2’
Dla podanej linii magnezu 7' = 0,18 K.

T =

Potrzebujemy jeszcze kilku oznaczen. Niech n_; oznacza wektor n z pominietym
elementem n;, czyli (n1,...,n,-1,Mit1,...,n%). Co oznacza n_,_;, mozna sie
tatwo domyslié. Mozemy teraz przetlumaczy¢ nasze zalozenia na Scisty jezyk
intensywnosci przejscia:

(5) Qi jeslin' , =n_;,n; =n; + 1 dla pewnego 1,

Q') = nia;j l?e%l% n,_;=n_ij,n;=n;—1,n;=n, + 1 dla pewnych 7 # 7,
nia;+  jeslin’, =n_;,n; =n; — 1 dla pewnego ¢,
0 we wszystkich pozostalych przypadkach.

Twierdzenie 2. Rozpatrzmy proces zdefiniowany powyzej, w ktorym
intensywnodci przejécia sq dane wzorem (5). Zaldzmy, ze uklad liczb \; spelnia
nastepujace ,rownania réwnowagi Sredniej”:

(6) Z Nj@ji + gy = Ai(z% + aiT> dla kazdego 1.
J J
Wtedy rozklad prawdopodobieristwa m dany wzorem

w(n) = H e N A

jest rozkliadem réwnowagi.

Zanim podam dowdd, skomentuje zalozenia i teze. Pézniej opowiem o swojej
przygodzie zwiazanej z tym twierdzeniem.

Zalozenie (6) dotyczy w istocie $rednich przeplywéw w grafie. Jesli w pudetku 4
$rednio znajduje si¢ \; czastek, to $rednio A;a;;h czastek przemieszcza sig

z 1 do 7 w krétkim odcinku czasu h. Podobna interpretacja stosuje sie do

ay; 1 a;+. Warunek (6) méwi zatem tyle, ze srednio tyle samo czastek wplywa do ¢
co wyplywa z i. Stabilizowanie sie wartosci $rednich jest warunkiem koniecznym
dla stabilizowania si¢ rozkladéw prawdopodobienstwa.

W tezie Twierdzenia 2 jest zawarty fakt, ze poszczegdlne komponenty n;
wektora n sa, w rozkladzie réwnowagi, statystycznie niezalezne
(prawdopodobiefistwo stanu n jest iloczynem czynnikéw zaleznych od
pojedynczych n;). Otéz ten fakt jest zadziwiajacy i przeczy naiwnej intuicji!
Rozwazmy bardzo prosty graf naszkicowany ponize;j.

a a az
N N

Do pudetka 2 czastki moga wpas¢ tylko z pudetka 1. Trudno uwierzy¢, ze
zawartos¢ pudetka 2 nie zalezy od liczby czastek w 1. Zeby ten pozorny paradoks
wyjasni¢ (przynajmniej w pewnym stopniu), zauwazmy, ze twierdzenie méowi

o niezaleznosci ny i ny w tej samej chwili. Nie wyklucza wplywu ng

w momencie t na wartos¢ ny w pozniejszym czasie t + h. Przy okazji zauwazmy,
ze model z dwoma pudetkami Smoluchowskiego (potaczonymi tak, jak pokazano
powyzej) w oczywisty sposéb nie jest odwracalny w czasie.

Dowdd Twierdzenia 2. Mamy wykazac, ze dla dowolnego stanu n zachodzi
warunek (3). Napiszmy

; . nj
m(n) = W(n_i)e_/\iﬁ = W(n_i_j)e_)‘iille_’\j I

Mozemy uznaé, ze powyzszy wzor czysto algebraicznie definiuje

m(n—;) i m(n—;—;). Przypomnijmy jeszcze stale obowigzujaca umowe, ze a;; = 0.
We wszystkich ponizszych wzorach indeksy 4, j przebiegaja zbiér {1,..., k}

i nie bedziemy tego powtarzaé. Biorac pod uwage postaé¢ intensywnosci Q(n,n’),
wnioskujemy, ze lewa strona wzoru (3) (odpowiadajaca wyjsciu ze stanu n)

jest réwna

) A A\
WYJIJSCIE = E E m(n_;)e Ai n:!maij—}- E m(n_;)e Ai n’i!nia”—i—
4 7 %
A
—)\7, 1 .
+ EZ m(n_;)e m!a*l'
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Pierwszy wyraz odpowiada takim przejsciom z n do n’, ze n, =n; — 1

inj =n; +1 (czastka przemieszcza si¢ z pudetka i do j). Drugi wyraz — to
przejécia n; = n; — 1 (czastka ucieka z pudelka i na zewnatrz). Trzeci — to

przejécia n; = n; + 1 (czastka przychodzi z zewnatrz do pudelka i). Laczac
pierwszy i drugi wyraz, otrzymujemy

WY JSCIE = Zw(n_i)e% AT (Za” + a,T)

n—l

n) Z G-

Podobnie, prawa strona wzoru (3) (odpowiadajaca wejsciu do stanu n) jest réwna

)\’I’LJ'+1

. AL
j J =i ) . .
WEJSCIE = ZZ n_j_i) (nj T Ty — ™ T Dt

Ca AR
=+ Z"]T(nfi)e ma*z +
7 N )\7.”-‘,-1
+ Zﬁ(n—i)ef mw + 1ag.

Pierwszy wyraz odpowiada takim przejsciom z n’ do n, ze n; =n/; — 1

in; =n;+ 1 (czastka przemieszcza sie¢ z pudelka j do 7). Drugi wyraz — to
przejécia n; = n, + 1 (czastka przychodzi z zewnatrz do pudelka 7). Trzeci — to
przejécia n; = n, — 1 (czastka ucieka z pudelka ¢ na zewnatrz). Analogicznie jak

poprzednio,
. )\nlfl
WEJSCIE = Z wne N gy (Z Njaji + aui) +

Z)\ Q.

Réwnania (6) implikuja
WEJSCIE = WYJSCIE,

co konczy dowdd. O

Proces zdefiniowany réwnaniem (5) pojawia sie przy modelowaniu pewnych
zjawisk biologicznych. Popatrzmy na graf na rysunku. Wierzchotki odpowiadaja
peptydom, ktére w uproszczeniu identyfikujemy z ciggami liter z 20-elementowego
alfabetu. Fgzopeptydazy to enzymy, ktére ,odrywaja jedng literke z prawej lub
lewej strony ciagu”. Kazda krawedz grafu odpowiada dziataniu specyficznej
egzopeptydazy. Stan ukladu opisuje wektor, zawierajacy liczby czastek peptydow,

n=ny,...,ngK).

Oderwanie literki jest réwnowazne przejsciu czastki z jednego wierzchotka

do drugiego wzdhuz krawedzi grafu. ,,Dlugie ciagi” naptywaja z zewnatrz,

ze zrédla oznaczonego symbolem *. Ciagi zlozone z pojedynczych literek sa
nieobserwowane (pochlania je stan umownie nazwany ). JestedSmy w sytuacji
przedstawionej poprzednio.

Pare lat temu pracowatem nad tym modelem wraz z dwojgiem mtodych,
wspaniatych bioinformatykéw, Anng Gambin i Bogustawem Kluge. W pewnej
chwili uswiadomiliSmy sobie, ze symulacje komputerowe sugeruja fakt
sformulowany w Twierdzeniu 2. Dlugo nie mogliSmy w prawdziwosé¢ tego faktu
uwierzy¢, tak sie¢ wydawal nieintuicyjny i... podejrzanie prosty. Jak tylko
przetamalidmy bariere psychologiczna, to szybko i tatwo znalezliSmy dowd6d
(przytoczony powyzej). Kilka miesiecy po opublikowaniu naszej pracy
dowiedzielidmy sig¢, ze Twierdzenie 2 bylo juz wczesniej znane. Nasz gtowny
wynik zawarty w publikacji polegal jednak na czyms innym.
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