Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej
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Wszystkie zadania z zawodéw pierwszego
stopnia wraz z rozwigzaniami sa dost¢pne
na stronie internetowej Olimpiady
www.om.edu.pl.

Wigcej o tym zadaniu pisze
w http://wuw.mimuw.edu.pl/ krych/

odczyty/ocenianie-w-0M.pdf.

Dwie zagadki

I. Jak dtugo w laboratorium Edisona
pracowano nad zaréwka, zanim uzyskano
taka, ktora mogta Swieci¢ przez
kilkadziesigt godzin (wcze$niejsze od kilku
do trzydziestu minut)?

II. Jak dlugo Johannes Kepler pracowat
nad trzecim prawem ruchu planet?

(odpowiedzi w numerze)

0B LlicZe

Oblicze jest ogdlnopolska konferencja
matematyczng odbywajaca sie
w Poznaniu w dniach

8-10 maja 2015

po raz drugi. Bedzie mozna na niej
wystuchaé oraz wygtosi¢ referaty
wchodzace w zakres ogdlnie pojetej
matematyki i informatyki. Podczas niej
poszerzysz kontakty, podzielisz sie
zainteresowaniami, wymienisz
doswiadczeniami.

Liczymy na udzial w konferencji
studentéw od pierwszego roku
do doktoratu.

Wiegcej informacji:
http://oblicze.wmi.amu.edu.pl;
https://www.facebook.com/0Oblicze2014

www.sem.edu.pl

O LXVI Olimpiadzie Matematycznej

W LXVI Olimpiadzie Matematycznej wziglo udzial 895 uczniéw, wiec az o 272 osoby
mniej niz w pierwszym stopniu poprzedniej Olimpiady. Nizej podpisanemu, ktéry

nie jest w tym osadzie osamotniony, wydaje sie, ze jest to zwigzane z trudnoscia zadan,
ktérych rozwiazanie zaproponowalismy uczestnikom biezacej OM.

Zwyczajowo przyjmujemy, ze zadanie pierwsze powinno by¢ tatwe. Na 895 uczestnikow
nadestato je 554. Tymczasem bylo ono trzecie w kolejnosci: rozwiazania drugiego
przystato 767 oséb, a trzeciego — 646 os6b.

Srednie za te zadania to 2,97, 2,81 i 3,43 punktu.

Zatrzymam si¢ chwile przy zadaniu pierwszym:

Dane sq takie liczby calkowite a, b i c rézne od zera, ze liczba 3 + ? + < jest calkowita.
Wykazaé, zZe iloczyn abc jest szescianem liczby calkowitej.

Zatézmy wiec, ze liczby catkowite o, 8 1 v sa niepodzielne przez liczbe pierwsza p, oraz
ze dla pewnej tréjki liczb catkowitych nieujemnych k,m,n zachodza réwnosci a = p*a,
b=pmB1ic=p"y (w dalszym ciagu mysle, ze zadanie nie jest trudne). Aby wykazad,
ze iloczyn abc jest szeScianem pewnej liczby catkowitej, wystarczy przeciez wykazaé, iz
kazdy czynnik pierwszy wystepuje w rozkltadzie tej liczby z wykltadnikiem podzielnym
przez 3. Mamy ¢ + % +<= %. Mianownik tego utamka jest podzielny przez
liczbe p*+™+™ i niepodzielny przez p**™*+" 1. Zastapienie uporzadkowanej tréjki liczb
(a,b,¢) trojka (b, c,a) lub (¢, a,b) powoduje, ze liczba % +E+¢lub S+ 2+ % — wiec
ta z tresci zadania — ma by¢ catkowita (tréjka b, a, c to jednak co$ innego, bo na ogdt
g + % + % #* % + % + g) Mozna wiec zalozy¢, ze k > m,n.

Mamy a’c + b%a + ¢2b = p?* a2y + p*™HF52a + Pt mA 24,

Jedli k =m = n, to p"T™+" = p3* wiec p wystepuje w rozkladzie iloczynu abe
na czynniki pierwsze z wyktadnikiem 3k.
Jeslik=m>n,to2k+n=k+m+n,2m+k=3k>k+m+n

i2n+m < n+k+ m, wiec dwa z trzech sktadnikéw licznika dziela sie przez p
a trzeci nie, co oznacza, ze liczba ¥ + % + < nie jest catkowita, wbhrew zatozeniu.
Jeslik=n>m,to2k+n>k+m+n,2m+k<m+n+ki2n+m=k+m+n,
wigc znéw liczba ¢ + % + ¢ nie jest calkowita.
Jeslik>m2>2n,to2k+n>k+m+n,2m+k>2k+m+ni2n+m<k+m+n,
wigc znéw liczba 7 + % + £ nie jest calkowita.

Jesi k>n>m,to2k+n>k+m+n,2m+k<k+m+ni2n+m<k+m+n,to
teraz dwa sktadniki nie dziel sie przez p*+m™Tm.

Ich suma moze dzieli¢ sie przez p*T™+" tylko wtedy, gdy

2m+k =2n+m & k+ m+n = 3n, wigc w tym wypadku liczba abc jest podzielna
przez p°".

k+m-+n
)

Wykazalismy, ze jesli liczba ¢ + % + £ jest catkowita, to liczba pierwsza p wchodzi

w rozktad liczby abc na czynniki pierwsze z wyktadnikiem podzielnym przez 3.

To rozumowanie nie zawiera zadnych skrétéw, ani pomystéw poza rozpatrywaniem
podzielnosci, co jest oczywiscie konieczne. Dowdd zostal wymeczony. Zadanie, jako
domowe powinno by¢ rozwiazane przez wigksza liczbe startujacych w OM. Cos jednak
powoduje, ze rozpatrzenie kilku przypadkéw (w braku lepszego pomystu) staje sie dla
wielu uczniéw trudne.

Jeszcze dwa stowa o réwnaniu kwadratowym w zwigzku z rozwigzaniem jednego
z zadan II stopnia 65 OM:
Jesli A(x)z? + B(z)z + C(z) =0 i A(z) #0, to B(z)? > 4A(x)C(z).

Uczestniczka OM tak rozumowala nie dowodzac, ze w jej sytuacji A(x) # 0, co byto
nieomal oczywiste. Najpierw chciano jej postawié¢ 2 p., ale skoriczylo sie na 5 p. Réwniez
wigkszosé nauczycieli, z ktérymi rozmawiatem na ten temat w pierwszej chwili méwita,
ze to nie réwnanie kwadratowe (jesli ktérys ze wspdtczynnikéw jest zmienny). Ale

0= A(z)z? + B(z)z + C(z) = A(z) (m B(f”))> _ B(z)” - 4A(2)C(2)

- 2A(x 4A(z) ’

wiec tak rozumowaé wolno (zalozenia szkolne nie sg spelnione,

ale dowdd twierdzenia dziatal). Michal KRYCH
icha
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