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Rozwigzanie zadania F 877.
Atom w stanie podstawowym pochtonie
foton (wiazki laserowej) o energii
odpowiadajacej stanowi wzbudzonemu,
a nastepnie, $rednio po czasie T,
wyemituje go w losowym kierunku.
W kazdym akcie absorpcji foton
przekazuje atomowi swéj ped p = h/A,
w wyniku czego atom zmniejsza swa
predkos$é (ped fotonu jest przeciwnie
skierowany do pedu atomu)
o Au = h/(MM). Proces powtdrzy sie
po wyemitowaniu pochlonigtego fotonu,
tj. po czasie 7. Ze wzgledu na losowy
kierunek emisji $sredni ped emitowanego
fotonu wynosi zero. Atomy poruszaja sie
wiec ze §rednim opéznieniem a = Au/T,
a droga przebyta do zatrzymania wynosi
s =ul/(2a) = uirMA/(2h) = 11 cm.
Opisang tu metode ,chlodzenia” atoméw
zaproponowali T. W. Hansch (nagroda
Nobla 2005) i A. L. Schawlow (Nagroda
Nobla 1981) w pracy w Optics
Communications 15, 68 (1975) skad
zaczerpniete zostaly takze dane liczbowe
zadania.

Jestedmy juz gotowi zaproponowaé pierwsze rozwiazanie
naszego zadania. Poniewaz waga podzbioru jest

réwna wadze jednej z krawedzi grafu, wiec mamy

O(n?) mozliwoéci wyboru kazdej z liczb d4 i dp.
Sprawdzenie dla wszystkich tych wyboréw, czy istnieje
podzial, i wybranie podzialu dla najmniejszej sumy

da + dp daje rozwiazanie dzialajace w czasie O(nS).
Jednak wybory te nie sa zupelnie niezalezne. Zauwazmy,
ze jesli dla pewnej pary da, dg podzial istnieje, to
istnieje tez dla pary o wiekszych wartosciach. Zatem dla
ustalonej wartosci dp, ktéra wybierzemy na O(n?)
sposobow, mozemy znalez¢ najmniejsza warto$é dg,
uzywajac wyszukiwania binarnego w czasie O(logn).

Informatyczny kacik olimpijski (80): Podzial grafu

Jednym z najtrudniejszych zadan, z ktérym mierzyli si¢ uczestnicy $wiatowych
finatléw konkursu ACM ICPC w roku 2014, byto zadanie pt. Metal Processing
Plant. W zadaniu mamy dany n-wierzchotkowy (n < 200) nieskierowany graf
pelny. Dla kazdej krawedzi uv grafu znamy jej wage d(u,v). Waga podzbioru
wierzcholtkéw S nazwiemy maksymalna wage krawedzi po wszystkich parach
wierzchotkéw z tego podzbioru, tzn. d(S) = max, veg d(u,v). Nalezy znalezé
podzial wierzchotkéw grafu na dwa podzbiory A, B, ktérych sumaryczna waga
d(A) + d(B) jest jak najmniejsza.

Zalézmy na poczatek, ze zdecydowalismy, iz podzielimy graf na dwa podzbiory
o wagach nie wigkszych niz ustalone liczby d4 i dp, i chcemy stwierdzié, czy
da sie to zrobié. Innymi stowy, chcemy znalezé dwa podzbiory A i B, ze

d(A) < da id(B) < dp. Dla kazdego wierzcholka u wprowadZmy zmienna
logiczng x,, ktéra oznaczaé bedzie, czy wierzcholek u nalezy do podzbioru B.
Skonstruujemy teraz liste zdan logicznych, ktére zakoduja ograniczenia

na wartosci zmiennych.

Kazda z krawedzi uwv laczy dwa wierzcholki z podzbioru A (wtedy d(u,v) < da),
dwa wierzcholki z podzbioru B (wtedy d(u,v) < dp) lub wierzcholki nalezace do
réznych podzbioréw (i wtedy nie mamy ograniczenia na wage tej krawedzi).
Zalézmy bez straty ogdlnoéci, ze da < dp.

(1) Jesli d(u,v) < da, to wierzcholki u, v moga znajdowaé sie gdziekolwiek.

(2) Jesli dg < d(u,v) < dp, to co najmniej jeden z wierzchotkéw u, v musi
znajdowaé si¢ w podzbiorze B, czyli musi by¢ spelniona alternatywa x,, V x,,.

(3) Jedli dp < d(u,v), to wierzcholki u, v muszg znajdowaé sie w réznych
podzbiorach, czyli musza by¢ spelnione obie alternatywy . V z, oraz
Ly, V Iy,

Kazda z alternatyw zawiera dwie zmienne (lub ich negacje), zatem do znalezienia
takich wartosci zmiennych, ktére spelniaja wszystkie alternatywy, mozemy uzyé
algorytmu 2-SAT. Algorytm ten dziala w czasie liniowym od liczby zmiennych

i alternatyw, w naszym przypadku bedzie to zatem czas O(n?).

Zalézmy, ze dg = d(u,v) nie jest réwne wadze

zadnej krawedzi z maksymalnego drzewa rozpinajacego,
w szczegolnosci krawedz wewnetrzna uv nie nalezy

do drzewa. Jesli ta krawedz wyznacza cykl dtugosci
parzystej, to na tym cyklu znajduje sie jeszcze jedna
krawedz wewnetrzna xy. Ale wtedy dp > d(z,y) > d(u,v),
co daje sprzecznosé. Zatem krawedz uv wyznacza cykl
dlugosci nieparzystej. Rozwazmy krawedz niedrzewowsa
xy wyznaczajaca nieparzysty cykl, taka ze waga d(z,y)
jest maksymalna; zatem d(z,y) > d(u,v). Poniewaz
d(z,y) jest minimalna waga na tym cyklu i cykl ten
zawiera krawedz wewnetrzna, to dg > d(zx,y). Tak wiec
w tym przypadku d(u,v) = d(z,y).

To da nam rozwiazanie dzialajace w czasie O(n*logn).

Okazuje sie, ze mozemy istotnie zmniejszy¢ liczbe

Z tego wynika, ze mamy O(n) kandydatéw na
warto$¢ dp. Sa to wagi wszystkich krawedzi nalezacych

kandydatow na wartoé¢ dp. Powiemy, ze krawedz uv jest
wewnetrzna, jesli oba wierzchotki u, v znajduja sie w tym
samym podzbiorze. Zal6zmy, ze znalezliSmy maksymalne
drzewo rozpinajace grafu. Kazda krawedZ uv nienalezaca
do tego drzewa wyznacza cykl (w ktérym pozostale
krawedzie naleza do drzewa). Jesli cykl ten ma
nieparzysta dlugosé, to co najmniej jedna z jego krawedzi
musi byé wewnetrzna. Z kolei jesli cykl ten ma parzysta
dtugosé i zawiera jakas krawedZ wewnetrzna, to musi
zawiera¢ co najmniej dwie takie krawedzie (a wigc

co najmniej jedna krawedZ drzewowa).
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do drzewa oraz maksimum z wag krawedzi
niedrzewowych tworzacych cykle o nieparzystej dhugosci.
Drzewo rozpinajace mozna znalez¢é algorytmem Kruskala
w czasie O(nlogn). Jesli wykonamy dwukolorowanie
tego drzewa w czasie O(n), to bedziemy mogli dla kazdej
niedrzewowej krawedzi odpowiada¢ w czasie stalym, czy
tworzy ona cykl nieparzystej dtugosci.

Ostatecznie dostajemy algorytm dzialajacy w czasie
O(n3logn).
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