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k Nl — punkt przecigcia prostych k i [.

Rysunki 1 i 2 przedstawiaja po jednej
z wielu mozliwych konfiguracji.

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3. Kolejnos¢ rysowania prostych
oznaczono liczbami.

f

Rys. 4. Kolejno$é rysowania prostych
oznaczono liczbami.

Zadanie 3 pochodzi z XLIX Olimpiady
Matematycznej.

Desargues i nozyce Joanna JASZUNSKA

W geometrii rzutowej przyjmujemy, ze kazde dwie proste rownolegte przecinaja sie
w pewnym ustalonym punkcie w nieskoniczonosci, odpowiadajacym ich kierunkowi,
oraz ze wszystkie takie punkty w nieskoficzonosci tworza prosta (,horyzont”).
Ponizej przedstawiamy przyktady pojeé i twierdzen rzutowych oraz ich zastosowan;
dopuszczamy w nich takie wtasnie punkty przeciecia ,na horyzoncie”.

Dane sa trojkaty ABC oraz A’B'C’ (rys. 1). Jedli proste AA’, BB', CC' przecinaja
sie w jednym punkcie S, to punkt ten nazywamy Srodkiem perspektywicznym
danych tréjkatéw. Jesli punkty ABN A'B’, BCNB'C', CANC'A’ leza

na jednej prostej k, to nazywamy ja osiq perspektywiczng danych tréjkatow.

Twierdzenie Desarguesa. Dwa trojkgty majg Srodek perspektywiczny wtedy
1 tylko wtedy, gdy majg os perspektywiczng.

Kazda taka plaska konfiguracja jest rzutem pewnej konfiguracji tréjwymiarowej, mozna wiec
dowodzié tego twierdzenia przestrzennie (dow6éd w jedna strone opisano w deltoidzie 5/2010).

Twierdzenie o nozycach. Pek prostych o wierzchotku S przecieto dwiema
prostymi, po czym narysowano przekgine uzyskanych w ten sposéb czworokgtow,
jak na rysunku 2. Wowczas kolorowe punkty sq wspotliniowe.

Dowdd. Tréjkaty AB'C' i A’ BC’ maja $rodek perspektywiczny S, wiec

z twierdzenia Desarguesa maja tez oS perspektywiczna, co konczy dowdd dla
peku trzech prostych. Gdy jest ich wiecej, wystarczy rozwazaé kolejne tréjki
spoérod nich. O

1. Na kartce znajduja sie punkty A, B oraz plama oleju pomiedzy nimi. Poprowadz
prosta przez punkty A i B, uzywajac tylko linijki i nie brudzac jej w oleju.

2. Na kartce narysowano dwie proste, przecinajace si¢ w pewnym punkcie S poza
kartka, oraz punkt A pomiedzy nimi. Korzystajac wylacznie z linijki, narysuj te
czesé prostej AS, ktéra miesci sie na kartce.

3. Pieciokat wypukly ABCDE jest podstawa ostrostupa ABCDES. Plaszczyzna
przecina krawedzie SA, SB, SC, SD, SE odpowiednio w punktach A’, B/, C’,
D', E' (réznych od wierzchotkéw ostrostupa). Udowodnij, ze punkty przeciecia
przekatnych czworokatéw ABB'A’, BCC'B', CDD'C’, DEE'D’', EAA'E’ leza
na jednej ptaszczyznie.

Rozwiazania
R1. Rysunek 3 ilustruje konstrukcje wykorzystujaca twierdzenie o nozycach. [J

R2. Rysunek 4 przedstawia konstrukcje korzystajaca z twierdzenia
Desarguesa. [

R3. Spdjrzmy na dany ostrostup z boku, w kierunku rownoleglym do plaszczyzn
ABCDE i A’B'C'D'E’ (rysunek podobny do rys. 2). Na mocy twierdzenia

o nozycach, rozwazane punkty przecigcia przekatnych widzimy wowczas jako
wspoélliniowe, wiec w rzeczywistosci leza one na jednej plaszczyznie. [

Zadania domowe
4. Rozwiaz zadanie 2, korzystajac z twierdzenia o nozycach, tak jak w zadaniu 1.

5. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Udowodnij, ze punkty ABN DE, BCNEF,
CAN DF leza na jednej prostej.

Wskazowka. Wykaz, ze proste AD, BE, C'F sg wspOlpekowe i wykorzystaj twierdzenie
Desarguesa. Inne rozwigzanie opisano w deltoidzie 9/2014.

6. Dany jest trojkat ABC. Punkty F i G leza na boku BC, punkty F'i H
—na boku AC. Punkty AGN BH, AE N BF oraz punkt C leza na jednej prostej.
Wykaz, ze jesli proste EF' i GH nie sa réwnolegle, to przecinaja sie na prostej AB.

Wskazowka. Rozwaz trojkaty AEG oraz BFH.
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