Moéwimy, ze podzbidér wierzchotkéw grafu
jest jego pokryciem, gdy kazda krawedz
zawiera co najmniej jeden z wierzcholkéw
tego podzbioru, tak jak zbiér kolorowych
wierzcholkéw na rysunku ponizej.

Minimalne pokrycie to pokrycie
wykorzystujace najmniejsza mozliwg
liczbe wierzchotkéw, na przyktad tak:

Instancja to egzemplarz problemu,
np. zadanego grafu.
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Podczas XXVII Kongresu Matematycznego, odbywajacego sie w Seulu miedzy
13 a 21 sierpnia 2014 roku, prestizowa Nagrode Nevanlinny (informatyczny
odpowiednik Medalu Fieldsa) otrzymal pracujacy w USA hinduski informatyk
Subhash Khot. W laudacji po$wieconej wynikom Khota jego mentor i wspétautor
wielu prac, Sanjeev Arora, wspomnial o przelomowym wyniku uzyskanym
przez profesora Uniwersytetu Warszawskiego, Krzysztofa Oleszkiewicza

wraz z Elchananem Mosselem i Ryanem O’Donnellem. W pracy Noise stability
of functions with low influences: Invariance and optimality, opublikowanej

w Annals of Mathematics w 2010 roku, udowodniona zostata, istotnie

zwigzana z wynikami Subhasha Khota, hipoteza Wiekszos¢ jest najbardziej
stabilna (MiS, Majority is Stablest). Hipoteze te mozna interpretowaé w jezyku
teorii zajmujacej sie systemami glosowania. Fascynujace jest jej powiazanie

z nalezacymi do informatyki teoretycznej wynikami Khota, ktére z kolei

sg Scisle zwigzane z nierozstrzygnieta hipoteza P # NP, wartego milion dolaréw
Problemu Milenijnego. Zostala ona postawiona na poczatku lat 70. niezaleznie
przez Stephena Cooka i Leonida Levina. Mimo uptywu przeszlo 40 lat

nikomu nie udatlo si¢ ani jej udowodnié, ani obalié. Jak kazdy wielki problem,
stala si¢ Zrodlem wielu cennych wynikéw w réznych dziatach matematyki

i informatyki teoretycznej, szczegdlnie w teorii ztozonosci obliczeniowe].

Problem P # NP jest zwiazany z konstrukcja efektywnych, czyli wykonywanych
w realistycznym czasie, algorytméw. Czas wykonywania algorytmu zalezy

od wielko$ci uzytych w nim danych. Méwimy, ze jest on wielomianowy, jesli
istnieja takie stale C'i k, ze dla danych o rozmiarze n algorytm potrzebuje

co najwyzej Cn* krokéw. Klase probleméw, dla ktérych istnieje algorytm
rozwigzania w wielomianowym czasie, oznaczamy przez P. Istnieja problemy,

o ktoérych nie wiadomo, czy naleza do tej klasy, mozna jednak w czasie
wielomianowym sprawdzi¢ poprawno$é¢ dowolnie zadanego rozwiazania. O takich
problemach moéwimy, ze naleza do klasy NP. Oczywiscie, gdy problem jest

klasy P, to jest réwniez klasy NP, gdyz w takim przypadku mozemy sprawdzi¢
poprawno$¢ rozwigzania w czasie wielomianowym, po prostu sami je rozwigzujac.
Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne, oznaczajace, ze kazdy problem,
ktérego rozwiazanie mozna efektywnie sprawdzié¢, ma efektywny algorytm

jego rozwiazania? Gdyby umiejetnosé oceny poprawnoéci rozwigzania pociagata
zdolnosé do jego konstrukeji, czyli gdyby NP C P, to, jak powiedzial profesor MIT
Scott Aaronson, kazdy, kto umialby docenié pickno symfonii, zostalby Mozartem.
Kazdy, kto potrafi sledzi¢ rozumowanie krok po kroku, zostalby Gaussem.

Przykladem zagadnienia $cidle powiazanego z ta problematyka jest proba
znalezienia minimalnego pokrycia grafu niezorientowanego. W roku 1972
Richard M. Karp z Uniwersytetu Kalifornijskiego w Berkeley wykazal, ze jesli

P # NP, to nie istnieje efektywny (czyli dzialajacy w wielomianowym czasie)
sposob rozwiazania tego zadania. Rozwazmy jednak nastepujacy, prosty algorytm:

1. Wybierz krawedz grafu. Dotacz do pokrycia oba wierzchotki potaczone ta
krawedzia.

2. Usun z grafu te wierzcholki i wszystkie krawedzie zawierajace co najmniej
jeden z tych wierzchotkow.

3. Powtarzaj kroki 1-2 az do wyczerpania krawedzi grafu.

Nietrudno zauwazy¢, ze ten algorytm znajduje pokrycie grafu. Nie musi by¢ ono
minimalne, zawiera jednak co najwyzej dwukrotnie wiecej wierzchotkéw niz
rozwiazanie idealne (wéréd kazdej pary usuwanych wierzcholkéw musi znalezé sie
co najmniej jeden nalezacy do pokrycia minimalnego). Skonstruowali§my zatem
przykltad algorytmu przyblizonego ze wspdlczynnikiem 2. Ogdlnie;j:

Algorytm rozwigzania problemu minimum jest przyblizony ze wspolczynnikiem
a > 1, jedli znalezione za jego pomoca rozwiazanie = spelnia dla kazdej
instancji warunek f(z) < af(zo), gdzie f jest minimalizowana funkcja,

a xp rozwiazaniem optymalnym.



Analogicznie mozemy zdefiniowaé przyblizony algorytm rozwiazania problemu
maksimum ze wspolczynnikiem « < 1. Takie rozwiazania maja wielkie znaczenie
praktyczne — skoro nie mozna osiagnaé efektywnego rozwiazania optymalnego,
siega sie po prostsze rozwiazania przyblizone. Powstaje naturalne pytanie, czy
aktualnie funkcjonujace rozwiazania mozna jeszcze cho¢ troche polepszy¢, a wiec
dla jakich « istnieja przyblizone rozwiazania efektywne o tym wspélczynniku.
Okazuje sie, ze istnienie takich granic efektywnosci réwniez zwigzane jest

z omawiang hipoteza. W roku 2002 Irit Dinur i Shmuel Safra pokazali, ze jesli
P # NP, to dla problemu minimalnego pokrycia grafu nie istnieje nawet
przyblizony algorytm o wielomianowym czasie dzialania o wspélczynniku
mniejszym niz o = 10v/5 — 21 ~ 1,36.

W roku 2001 pojawit si¢ inny ciekawy problem optymalizacyjny, ktory
przedstawil swojemu promotorowi, Sanjeevowi Arorze, 23-letni student
Uniwersytetu Princeton, Subhash Khot. Zadanie jest wariantem problemu
kolorowania wierzchotkéw grafu na k koloréw w taki sposob, aby wierzcholki
potaczone krawedzig mialty rézne kolory. Istnieje prosty i efektywny algorytm
rozstrzygajacy, czy pokolorowanie jest mozliwe dla k =11k =2. Dla k > 3
jest to problem NP-trudny, czyli problem, do ktérego mozna w czasie
wielomianowym przeksztalcié¢ kazdy problem NP. Oznacza to, ze gdy P # NP,
to nie istnieje efektywny algorytm kolorowania.

To, co odréznia przypadek k < 3 od przypadku k > 3 i co jest jednym
z powodow tak naglego wzrostu ztozonoéci, to fakt, ze w tym drugim przypadku
o—eo kolor wierzchotka nie wyznacza jednoznacznie koloru jego sasiadow. Khot
o—o zaproponowal, by dla kazdej krawedzi wyznaczony byl zestaw dopuszczalnych
pokolorowan koncéw, zwanych ograniczeniami, w ktérym kolor jednego konica
krawedzi jednoznacznie wyznacza kolor drugiego. Czasami taki zestaw ograniczen
jest sprzeczny — nie istnieje pokolorowanie grafu spelniajace wszystkie
ograniczenia. I tu Khot zazadal, aby znalezé pokolorowanie spelniajace
Powyzszy graf z zadanym zestawem maksymalna liczbe ograniczen. Innymi stowy, dla kazdego grafu z ograniczeniami
ograniczen ma rozwigzanie — i to nawet poszukuje sie¢ pokolorowania o maksymalnej wartoéci, czyli ulamka liczby
trzy. Jednym z nich jest ponizsze. N .. . . . .
krawedzi grafu, spelniajacych przypisane im ograniczenia. Ta maksymalna
warto$¢ wynosi 1 w grafie, dla ktérego istnieje pokolorowanie spelniajace
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o—e wszystkie ograniczenia, jesli natomiast nie istnieje pokolorowanie spelniajace
s ktoérekolwiek z ograniczen, wynosi 0. Maksymalna warto$¢ w grafie z drugiego
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przyktadu wynosi % .

Gdy maksymalna warto$é¢ grafu jest rowna 1, to szybko mozna znalezé wlasciwe
pokolorowanie. Wystarczy rozpatrze¢ wszystkie przypadki pokolorowania jednego
wezla, gdyz determinuja one jednoznacznie pokolorowanie calego grafu. Takie
Dla takiego samego grafu z innym grafy tatwo rozpoznaé, jest to jednak znacznie trudniejsze dla grafow

systemem ograniczen (ponizej) mozliwe k 1 , . . . .. k . .

jest spelnienie co najwyzej trzech z nich. ~ Z Maksymalna wartoscia nawet nieznacznie mniejszg od 1. Okazuje si¢ bowiem,
ze odréznienie dwoch skrajnych typow graféw:

N/

e

e graf, dla ktérego najlepsze pokolorowanie ma warto$é¢ co najmniej réwng 1 — ¢
dla danego z gory € > 0 (przypadek TAK),

e graf, dla ktérego najlepsze pokolorowanie ma wartos¢ co najwyzej rowna ¢ dla
danego z géry § > 0 (przypadek NIE),

I

jest bardzo problematyczne, jesli dysponujemy duza liczba koloréw (i tym samym
duza liczba ograniczen dla krawedzi). Trudno$é te formalnie wyraza sformulowana
przez Khota w 2002 roku hipoteza Unique Games Conjecture (UGC)).

Dla kazdej pary e,d > 0 istnieje taka liczba koloréw n = n(e, d), ze odréznienie
grafu spelniajacego przypadek TAK od grafu spetniajacego przypadek NIE
jest NP-trudne.

Hipoteza UGC' do dzi$ nie zostala rozstrzygnieta. Jej istnienie pozwala jednak
spojrzeé na znane problemy z nowego punktu widzenia. Gdyby byta prawdziwa,
to znalezienie nawet przyblizonego rozwiazania dla wielu probleméw okazatoby sie
niezwykle trudne. Wiemy juz, na przyktad, ze w problemie minimalnego pokrycia
grafu nie ma nawet przyblizonego efektywnego rozwiazania o wspoétczynniku
mniejszym niz 1,36. Znamy za to proste rozwiazanie o wspotczynniku 2.
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Rozmiar cigcia na ponizszym rysunku
wynosi 6.

W 2003 roku Khot i Regev wykazali, ze

gdy hipoteza UGC jest prawdziwa, to znalezienie przyblizonego rozwiazania
o dowolnym wspétczynniku mniejszym od 2 jest NP-trudne.

Oznacza to, ze zaproponowane przez nas proste rozwigzanie przyblizone jest
najlepszym nietrudnym sposobem podejscia do zadania.

Kolejnym znanym problemem jest znalezienie maksymalnego ciecia w grafie
(problem MAXCUT). Polega on na podziale wierzchotkéw grafu na dwa
podzbiory (tzn. dokonaniu ciecia). Jego rozmiarem nazwiemy liczbe krawedzi
ygranicznych” | ktorych wierzchotki nalezg do réznych podzbioréw. Nalezy
oczywiscie znalezé cigcie o najwiekszym rozmiarze. MAXCUT jest problemem
NP-trudnym, a wigc (o ile P # NP) nie istnieje efektywny sposéb znalezienia
maksymalnego ciecia. Sensownym rozwiazaniem jest znalezienie algorytmu
przyblizonego. Pierwszy algorytm o wspolczynniku oo = % znaleziono w roku
1976. Po 18 latach Goemans i Williamson znalezli lepszy algorytm, oparty
na rozumowaniu czysto geometrycznym, co wprawilo w zdumienie znawcéw
zagadnienia. Wyznaczony przez nich wspoélczynnik o wynosi
. 20

agw = 0<01£17T m ~ 0,878567.
Podobnie, jak w przypadku minimalnego pokrycia grafu, hipoteza UGC' wyjasnia
sprawe do konica, to znaczy

Jezeli hipoteza UGC jest prawdziwa, to kazdy przyblizony algorytm
w problemie MAXCUT o wspolczynniku wigkszym niz agw jest NP-trudny.

Rezultat ten zostal opublikowany w 2005 roku, ale przy dodatkowym zalozeniu
o prawdziwosci woéwczas jeszcze nierozstrzygnietej hipotezy MiS. Dowdd jej
prawdziwosci ogloszono jednak jeszcze w tym samym roku w materiatach pewnej
konferencji poswieconej podstawom informatyki — jednym ze wspétautorow tego
wyniku jest wspomniany juz Krzysztof Oleszkiewicz. Najlepsze przyblizone
rozwiazanie problemu MAXCUT zalezy wiec tylko od prawdziwosci

hipotezy UGC.

Przyjrzyjmy sie blizej hipotezie MiS. Jest ona zwigzana z analizg harmoniczna
funkcji boolowskich. Definicje i twierdzenia w tej dziedzinie zazwyczaj
formulowane sa w jezyku polityki i teorii wyboru socjalnego (np. wspo6lezynnik
sily koalicji Banzhafa czy twierdzenie Arrowa o dyktaturze). Hipoteza dotyczy
stabilnodci systemu glosowania, w ktérym glosuje sie na jedna z alternatyw, tak
jak w wyborach prezydenckich w Stanach Zjednoczonych. System wyboréw

w tym kraju jest posredni: wyborcy glosuja na kolegium elektorskie, a nastepnie
elektorzy dokonuja wyboru prezydenta. W wielu krajach panuje bezposredni
system wiekszosciowy, gdzie wiekszos¢ glosow wyborcow decyduje o wyborze.

Spektakularnym przykladem wystepowania niestabilnosci systemu elektorskiego
byl przypadek wyboréw prezydenckich w roku 2000. Rywalizowali wtedy

George W. Bush i Al Gore. Jezyczkiem u wagi w tych wyborach okazalo sie
glosowanie na Florydzie. Wyniki we wszystkich stanach, bez Florydy,
wskazywaly na wygrana Busha w wiekszosci stanéw, ale Gore mial wiecej gloséw
elektorskich. Réznica gloséw na Florydzie byla niewielka, a co wiecej,
niestarannie przygotowana karta do glosowania mogta spowodowaé bledne
zakwalifikowanie glosu przez maszyne zliczajaca. Walka toczyla sie o decydujace
25 gloséw elektorskich Florydy. Ostatecznie Bush otrzymal na Florydzie
2912790 glosow, Al Gore 2912253 glosy. Przewaga Busha wyniosta tylko

537 gloséw (przewaga 0,009%). Gdyby w Stanach Zjednoczonych panowal
system wiekszoSciowy bezposredni, wybory wygratby Gore. W obowigzujacym
systemie elektorskim wygral jednak Bush.

Niestabilno$¢ systemu objawila si¢ zbytnia wrazliwoscig systemu elektorskiego
na niepewne wyniki u niewielkiej liczby gtosujacych. W tym przypadku wady tej
nie mial system bezpoéredni. Sprébujmy ja opisaé¢ za pomoca matematycznego

formalizmu. Niech x1, zs, ..., x, beda wynikami gtosowania na jednego z dwdch
kandydatéw, ktore koduje sie jako —1 i 1. System glosowania jest funkcja
n zmiennych f(zq,xs2,...,2,) o wartosciach w zbiorze {—1,1}. System,
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System wigkszo$ciowy okreslony jest tylko
dla n nieparzystego, co w praktyce
nie jest zadnym ograniczeniem.

Autor artykulu nie wie, czy nazwa ta
wiaze si¢ z piosenky Lenniego Kravitza
o tym samym tytule.

w ktérym istnieje taki wskaznik 1 < d < n, ze f(z1,22,...,2T,) = Tq, Nazywa sie
dyktaturg, a wyborca o indeksie d — dyktatorem. System opisany funkcja

Maj, (z1,22,...,2n) =sgn(z1 + 22 + ... + zn)

nazywany jest wiekszo$ciowym. Wplywem i-tego wyborcy na wynik glosowania
jest liczba

Inf;(f) = P(f(z) # f(z")),
gdzie x' = (z1,...,%i 1, —Ti, Tis1,---,Tn) jest glosowaniem, w ktérym i-ty
wyborca zmienil swoja decyzje. Wplyw i-tego wyborcy jest zatem
prawdopodobienstwem zauwazenia skutku zmiany decyzji tego wyborcy. Dla
dyktatury Inf;(f) =0, gdy @ # d oraz Inf,(f) = 1. Dyktator ma absolutny
wplyw na wynik wyboréw, inni wyborcy nie maja zadnego. System uwaza si¢ za
daleki od dyktatury, gdy dla pewnego malego T > 0 zachodzi Inf;(f) < 7 dla
kazdego wyborcy i. O liczbie 7 mozna zatem mysleé¢ jako o poziomie
niezaleznosci od dyktatury. Dla systemu wiekszoSciowego

(")
. ol 1
Infi(Maja) = =5 =~ S

Whplyw kazdego z wyborcow jest taki sam i jest niewielki, gdy liczba wyborcow
jest duza — przy takiej liczbie wyborcéw system wiekszosciowy jest zatem daleki
od dyktatury.

Badanie jakosci systemu glosowania prowadzi sie poprzez analize jego wlasnosci
w najbardziej nieprzewidywalnych warunkach, to znaczy wtedy, gdy wyborcy
glosuja niezaleznie i z tym samym prawdopodobienstwem na kazdego

z kandydatéw. Jesli wowczas Ef(z) = 0, to méwimy, ze system wyborczy jest
zréownowazony. Aby zbadaé jego podatno$é na zmiany, rozwazymy sytuacje,

w ktérej kazdy z wyborcéw zmienit decyzje z ustalonym prawdopodobienstwem.
Niech zatem x = (z1, 2, ..., z,) bedzie wektorem wynikéw glosowania oraz
niech y = (y1,¥2,- .., yn) bedzie wektorem, jaki powstalby z wektora z, gdyby
kazdy z wyborcéw losowo i z prawdopodobienstwem p < % zmienit swoja decyzje.
Wtedy P(y; = —x;) =p i P(y; = ;) = 1 — p. Wektory « i y sa ze soba $cisle
zwiazane. Ich wspoétezynnik korelacji wynosi p = 1 — 2p, jest nieujemny i jest
malejaca funkcja p. Funkcjonat

Sp(f) =P(f(x) = f(y)) - P(f(x) # f(y))

nazywa si¢ stabilnosciq na poziomie p systemu f. Wartosci S, zblizone do zera
charakteryzuja systemy stabilne. Dla dyktatury S,(f) = p. Dla systemu
wiekszosciowego stabilnoéé jest skomplikowana funkcja p, mozna jednak obliczy¢
granice

2 arcsin

lim S,(Maj,) = Zarcsin(p)
n—oo i
Teraz wreszcie mozna sformutowaé hipoteze MiS.

Zadane sa: wspolezynnik korelacji p i mata liczba € > 0. Istnieje wtedy takie
T > 0, ze dla wszystkich zréwnowazonych systeméw wyborczych o poziomie
niezaleznosci od dyktatury 7 zachodzi

S,(f) < Qarc;ln(p) .
Hipoteza zostala udowodniona we wspomnianej pracy Mossela, O’Donnella
i Oleszkiewicza. W tej samej pracy zostala udowodniona jeszcze jedna niezwykle
interesujaca hipoteza, wystepujaca pod barokowa nazwa It Ain’t Over Till It’s
Over. Mo6wi ona, ze dla zréwnowazonych systeméw wyborczych istnieje taki
poziom niezaleznosci od dyktatury, ze nawet gdy ujawni sie frakcje p < 1 glosow
losowo wybranych wyborcéw, to niezaleznie od wartosci p z duzym
prawdopodobienstwem wynik wyboréw jest jeszcze niezdecydowany.
W systemach dalekich od dyktatury ujawnienie nawet duzej frakcji wynikow
wyboréw jeszcze nie daje pewnosci co do ostatecznego rezultatu. Bolesnie
przekonal sie o tym Al Gore i zapewne niewielkim pocieszeniem bylaby dla niego
Swiadomo$é¢, z jak doniostym matematycznym problemem zwiazana byta jego
porazka w walce o prezydencki fotel.
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