Rys. 1. Przyktadowe konfiguracje
Desarguesa i Pascala.
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Inaczej narysowana konfiguracja
Desarguesa: kolumny to punkty, wiersze
to proste, znak X w i-tej kolumnie

i j-tym wierszu oznacza, ze i-ty punkt
lezy na j-tej prostej.
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A to tak samo narysowana konfiguracja
Pascala.

Aksjomatyka geometrii rzutowej to

— przez dwa rézne punkty przechodzi
doktadnie jedna prosta,

— kazde dwie proste maja punkt wspdlny,
istnieje czworokat.

Rys. 2

Dowé6d w stylu greckim
Marek KORDOS

Rozpowszechnione jest przeswiadczenie, ze znaczna czes¢ dowodow
geometrycznych prowadzonych przez medrcow Zlotego Wieku Grecji, a wiec
czas6éw po zwycieskich wojnach perskich i kojarzacych sie nam np. z Peryklesem,
wygladalta tak, iz byt to rysunek ze stownym komentarzem: Patrz. Niezaleznie
od podziwu dla intelektualnej estetyki takich dowodéw podejrzewamy, ze
dotyczyly one probleméw mato skomplikowanych, rozumowan wymagajacych
jednego kroku myslowego.

Tutaj chcialem przedstawié taki ,grecki” dowdd twierdzenia, ktére zostato
odkryte dopiero po 250 latach od postawienia problemu.

Zapewne czesé z Czytelnikéw pamieta problem posadzenia dziesieciu drzew

w dziesieciu rzedach po trzy w kazdym rzedzie i dziewieciu drzew w dziewieciu
rzedach po trzy w kazdym rzedzie. Przykladowe rozwiazania (a jest ich wiele)
przedstawia rysunek 1. Problemy te zajmuja poczesne miejsce w matematyce
ze wzgledu na role, jaka odgrywaja w geometrii rzutowej, ale tym razem te
sprawe pominiemy. Matematyka w nich zawarta zasadza si¢ w tym, ze rysunek
spelniajacy podane warunki mozna wykona¢ bardzo tatwo i to na bardzo wiele
roznych sposobow. Oto oryginalne przepisy tworcoéw stosownych twierdzen.

Twierdzenie Girarda Desarguesa. Jesli dwa tréjkety majg Srodek perspektywiczny,
to majq tez o$ perspektywiczng.

Twierdzenie Blaise’a Pascala, czesto rowniez nazywane imieniem Pappusa.
Punkty przeciecia przeciwleglych bokow sze$ciokgta wpisanego w dwie proste
przecinajq sie na jednej prostej.

Objasnienia: méwimy, ze tréjkaty A1 Az As i A} A}, AL maja Srodek perspektywiczny, jesli proste
AiA;, dla ¢ =1, 2,3, maja punkt wspdlny; méwimy, ze maja one os perspektywiczna, gdy
punkty przeciecia prostych A;A; i A;A/., dlai,j =1,2,3, ¢ # j, leza na jednej prostej.
Szesciokat wpisany w dwie proste to taf{i, ktorego kolejne wierzchotki leza na innej z nich.
Ponadto zakladamy, ze dowolne proste przecinaja sie, co wymaga uzupelnienia ptaszczyzny
euklidesowej do rzutowej, ale wszystko, o czym bedzie dalej mowa, bedzie poprawne, jesli
ograniczymy sie do sytuacji, w ktérych prostych réwnolegtych nie bedzie.

Jak to sie¢ ma do konfiguracji w rysunku 17 Otéz, mozna na pierwszej z nich obraé¢ dowolny
punkt i odnalezé na niej dwa tréjkaty, dla ktérych jest on ich srodkiem perspektywicznym
i prosta, ktéra jest ich osia perspektywiczna. Podobnie druga konfiguracja wskazuje

na mozliwos¢ swobodnego potraktowania jej jako ilustracji twierdzenia Pascala.

Pascal i Desargues oglosili swoje twierdzenia niemal réwnoczesnie. Powstat
problem, czy przypadkiem jedno z nich nie implikuje drugiego w geometrii
rzutowej. Po dwustu latach okazalo sie, ze z twierdzenia Desarguesa nie wynika
twierdzenie Pascala (w plaszczyZnie rzutowej nad kwaternionami jest Desargues,
a nie ma Pascala). Po nastepnym pdt wieku Gerhard Hessenberg udowodnil, ze

z twierdzenia Pascala wynika twierdzenie Desarguesa. I wlasnie dowdd tego faktu
mozna przedstawi¢ w czysto greckim stylu.

Najpierw formalne wprawki. Konfiguracje Pappusa bedziemy oznaczaé
w nastepujacy, zaproponowany przez Coxetera, sposob:

ABC
DFEF
GHI

— jesli punkty w pierwszym i drugim wierszu sa wspoétliniowe, oraz zachodzi
swyznacznikowa” zalezno$é miedzy ich elementami (czyli ,przekatne” kolorowego
prostokata przecinajg sie w kolorowym punkcie trzeciego wiersza)
ABC ABC ABC
DEF DEF DEF
GHI GHI GHI

to punkty w trzecim wierszu tez sa wspolliniowe (rys. 2).

)

A teraz zapowiedziany dowdd.
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— w tym celu uzupelniamy rysunek
o punkty P, Q, R, S.

Narysujmy trojkaty AFE, BGD
i ich érodek perspektywiczny C.
Odpowiednie boki tych tréjkatow
przecinaja sie w punktach H, I, K
i mamy wykazac,

ze punkty te sa wspoétliniowe

Caly dowdd wyglada tak:

CAB CFG
FPE|, |BDP
KQR ISQ

FBQ
i|SRP
KIH

Przesledzmy to po kolei:

CAB
F P E | dorysowuje
KQR

prostg R—Q—K

— wyjmijmy bowiem z rysunku
szeSciokat CPBFAE
wpisany w proste AC' i FE

i spOjrzmy, gdzie przecinaja sie
jego przeciwlegte boki.

Nastepnie — tym razem obserwujemy
CFC szgsmok@t CDG;B];Z -
B D P | dorysownje wpisany w proste i .

1S5Q
prosta [—S—Q

B
D
P
A c
I wreszcie — na koniec chodzi
FBQ o szesciokat FRQSBP
wpisany w proste BQ i RP.

S R P | dorysowuje
KQR

prosta K—I—H

Odpowiednie boki tréjkatéw przecinaja sie na jednej prostej, co konczy dowdd — prawda, ze byl grecki?
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