Proste zadanie o wielomianach

Wezmy wielomian p(z) =
niezerowe pochodne:

a(z + b)" 1 obliczmy wszystkie jego
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Widzimy, ze p(x) ma wspélny pierwiastek z kazda ze swoich
pochodnych p'(z),p” (z),...,p"" Y (x). Czy sa inne
wielomiany o tej wlasnosci?

Zadanie. Niech p(x) = anz™ + an_12""' 4+ -+ + a1z + ao,
gdzie ao,...,an € R oraz a, # 0. Przypusémy, ze dla kazdego
k=1,...,n—1 wielomiany p(z) i p(k>(ac) maja wspolny

pierwiastek rzeczywisty. Udowodnij, ze p(z) = a(z + b)".

Wielomiany p(x) i p’(x) maja wspélny pierwiastek wtedy

i tylko wtedy, gdy p(x) ma przynajmniej jeden pierwiastek
wielokrotny. Tym samym rozwiazaliémy zadanie dla n = 2, bo
wielomian stopnia 2, majacy pierwiastek wielokrotny, jest
postaci a(x + b)?. Dla n = 3 musimy jeszcze rozwazyé
wielomiany postaci p(z) = a(zx + b)*(x + ¢), gdzie b # ¢, jednak
taki wielomian nie moze mie¢ wspdlnego pierwiastka ze swoja
druga pochodna p”’(z), o czym przekonuje nas rzut oka

na rysunek. Zatem takze dla n = 3 zadanie jest rozwiagzane.
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Podobny argument — prosta analiza wzajemnego polozenia
pierwiastkéw wielomianu i jego pochodnych na podstawie
twierdzenia Rolle’a — dziata jeszcze dla n = 4.

Sprébujmy inaczej. Dla dowolnych dwoch wielomianéw

p(z) i g(z) zdanie ,p(z) i ¢(x) maja wspolny czynnik” mozna
zapisa¢ jako réwnanie algebraiczne zawierajace wspotczynniki
tych wielomianéw. Czytelnikom zainteresowanym szczegbtami
polecamy zapoznanie sie z pojeciem rugownika (ang. resultant)
dwdéch wielomianéw. Wobec tego warunek z tresci zadania
prowadzi do uktadu n — 1 réwnan algebraicznych

w zmiennych an,...,ap. Na przyktad dla n = 2 dostajemy
znang wszystkim ,delte”:

a% — 4azap = 0,
a dla n = 3 mamy warunki:

2 2 3 3 2 2
—asai + 4asai + 4asao — 18asazaiao + 27azag = 0,

72a‘;’ + 9aszasa; — 27a§a0 =0

i tak dalej. Pozostaje wykazaé, ze jedyne rozwigzania tak
otrzymanego uktadu odpowiadaja wspotczynnikom
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wielomianéw postaci a(x + b)". Jak dotychczas, mozliwosci
obliczeniowe znanych algorytméw rozwiagzywania ukladéw
réwnan algebraicznych koniczg sie na n = 12, i w tym zakresie
nasze zadanie mozna uznaé za rozwiazane (zob. [CLO14]).

Jak wazne jest zalozenie, ze p(x) ma wspdlny pierwiastek ze
wszystkimi swoimi pochodnymi do rzedu n — 1 wiacznie?
Spéjrzmy na przyktad:

(x) = z(z®> = 1)(z° — 9) = 2° — 102° + 9z,
(z) = 5z* — 302> + 9,
p" () = 202> — 602 = 20z(z® — 3),
(
(

)
)=

p"(x) = 60z — 60 = 60(z> — 1),
)
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Wielomian p(z) ma wspdlny pierwiastek z kazda wymieniona
pochodna z wyjatkiem pierwszej. Okazuje sie, co wiecej, ze
dla kazdej takiej pary k,n, ze 1 < k <n — 1, mozna
skonstruowaé¢ wielomian stopnia n, majacy wspélny
pierwiastek z kazda ze swoich pochodnych z wyjatkiem k-tej,
i ktéry nie jest postaci a(x + b)". Czytelnik moze si¢ o tym
przekonaé, eksperymentujac z jednym z wielu programéw
(np. [Dra] lub [Tor]) pozwalajacych wizualizowaé¢ wzajemne
polozenie pierwiastkéw wielomianu i pierwiastkéw jego
pochodnych. Ambitniejszy Czytelnik, wykorzystujac
twierdzenie Brouwera o punkcie stalym, moze sprébowaé
samodzielnie udowodni¢ nawet silniejsze twierdzenie: dla
kazdego wyboru n — 2 par liczb naturalnych (k;, m;),
spetiajacych 1 < ki <n—1oraz 1 <m; <n—k; dla
i=1,...,n — 2, istnieje taki wielomian f stopnia n, ze m;-ty
co do wielkosci pierwiastek k;-tej pochodnej f jest réwniez
pierwiastkiem f oraz f nie jest postaci a(z + b)".

Czytelnik juz na pewno podejrzewa, ze nasze zadanie jest
trudniejsze niz typowe zadanie olimpijskie, nawet jezeli

na takie wyglada. Faktycznie, jest ono znane jako hipoteza
Casas-Alvero od nazwiska matematyka, ktéry postawit ja
na poczatku obecnego wieku w zwiazku ze swoja praca nad
krzywymi algebraicznymi. Doktadniej rzecz biorac, hipoteza
Casas-Alvero méwi o wielomianach o wspélczynnikach
zespolonych, majacych wspdlne pierwiastki zespolone ze
swoimi pochodnymi. Nasze sformutowanie, potencjalnie
tatwiejsze, jest jednak takze problemem otwartym. Przez
ponad dekade nastapit tylko nieznaczny postep w pracach
nad hipoteza, lecz Czytelnik nie powinien si¢ tym zrazac¢ —
najprawdopodobniej niewielu matematykéw nia sie
interesuje. Uzywajac silnych narzedzi algebraicznych,
udowodniono, na przyklad, [GvBLSvdW07], ze hipoteza jest
prawdziwa dla wielomianéw stopnia n = p* lub n = 2p*,
gdzie p jest liczba pierwsza i w kilku innych szczegdélnych
przypadkach. Po biezace wyniki odsytamy do publikacji
dostepnych w Internecie.
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