Liczba uporzadkowan n garnczkéw oraz
liczba uporzadkowan dowolnych
podzbioréw n garnczkow.
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O tym, jak Puchatek podzbiory permutowatl

Niektorzy znajduja co rano na progu swojego domu butelke ze $wiezym mlekiem.
Kubus Puchatek kazdego ranka znajduje tam n garnczkéw miodu. Garnczki sg
réznej wielkosci i Kubus kazdego dnia stara sie oprézniaé je w innej kolejnosci.
Oczywiscie, nawet Kubu$ wie (po tym, jak mu to wyttumaczyt Krzy$), ze jest
n!l=1-2-...-n sposobéw, na jakie to moze zrobi¢ (na n sposobéw moze wybraé
pierwszy garnczek, na n — 1 sposobéw drugi itd.). Dzi$ jednak Kubu$ jest

w nastroju do niebezpiecznych rozmys$lan i zastanawia sig, co sie stanie, jesli
dopusci mozliwosé, ze moze nie oprézni¢ wszystkich garnczkéw. ,,Oczywiscie, jest
to zupelnie bezsensowne z punktu widzenia misiowego zoladka — pomyslat Kubus.
— Ale ciekawe, jak bardzo zwiekszy to liczbe sposobéw dokonania wyboru.”

Zsumujmy liczbe uporzadkowan poszczegélnych podzbioréw n-elementowego
zbioru garnczkéw — oznaczmy te liczbe przez s(n) i sprobujmy ja obliczyé dla
malych przykladéw. Dla n = 1 mamy dwie mozliwosci: Kubu$ albo oprézni
jedyny garnczek, jaki ma, albo nie zrobi tego, zatem s(1) = 2. Dla n = 2 mamy
juz pie¢ sposobéw postepowania: Kubu$ nie robi nic, opréznia jeden z dwoch
garnczkow, albo opréznia oba garnczki w jednej z dwoch kolejnosci. Natomiast
dla trzech garnczkéw mamy s(3) = 16 sposobéw (nic, 1, 2, 3, 12, 13, 21, 23, 31,
32, 123, 132, 213, 231, 312, 321). Wyniki dalszych eksperymentéw
udokumentowane sa w tabelce na marginesie.

Z tabelki wynika, ze dla malych przyktadéw s(n) < 3 - n!, czyli rozwazanie
uporzadkowan podzbioréw zwieksza liczbe sposobéw co najwyzej 3 razy. Okazuje
sie, ze tak jest rowniez dla wiekszych n. Kubu$ chetnie podzielitby sie tym
odkryciem z Krzysiem, ale do tego potrzebuje je udowodni¢. Pom6zmy mu.

Jedli Kubus chce danego dnia oprézni¢ k garnczkow, to pierwszy garnczek moze
wybraé na n sposobdéw, drugi na n — 1 sposobéw, az do ostatniego, ktory moze
wybraé na n + 1 — k sposobdéw. To sumarycznie daje nam n!/(n — k)! mozliwosci.

Sumujac po wszystkich mozliwych wyborach &, dostajemy
n
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Gdybyémy poprosili o pomoc uczong Sowe, na pewno podpowiedzialaby nam, ze
warto$¢ sumy z prawej strony jest rzeczywiscie ograniczona przez 3, a dokladniej
jest nie wieksza niz -

> % = e ~ 2,7182818.

k=0
Z tego wynika, ze warto$¢ s(n) moze byé przyblizona przez n! - e. PéjdZzmy krok

dalej i obliczmy, jak dobre jest to przyblizenie. Zauwazmy, ze dla n > 1 mamy
oo
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Skoro zatem n! - e jest wieksze od calkowitej liczby s(n), ale nie wiecej niz o 1,
to czesci catkowite tych dwdch liczb musza byé takie same. Dzigki temu

w nagrode za nasza wytrwalo$¢ dostajemy zwiezly wzoér na poszukiwana liczbe
uporzadkowan podzbioréw n garnczkdw:

s(n) = |n!-e].
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