Kroétka opowiesé¢ o symedianie

Matgorzata DUTKA

Zechciejcie panstwo wystuchaé dzi$ krétkiej opowiesci

z krolestwa geometrii. Za siedmioma gérami
matematycznych podrecznikéow, za siedmioma rzekami
matematycznych rownan, za siedmioma lasami
matematycznych sprzecznosci znajdowala sie symediana.
Dzi$ symediana ujrzy swiatlo dzienne. Jednak na samym
poczatku powinnismy ztozy¢ podzigkowanie francuskiemu
matematykowi i inzynierowi budownictwa, panu
Emile’owi Lemoine’owi (1840-1911), ktoérego to zastuga
jest uwiecznienie tego pojecia, a takze sformutowanie
wielu twierdzen z nim zwigzanych. Matematyczny $wiat
oddal mu hotd w sobie tylko znany sposéb —
twierdzeniom zwigzanym z symediang niejednokrotnie
nadajac nazwy zawierajace jego nazwisko. W ponizszym
artykule przytocze wiele ciekawych zwiazkow dla réwnie
ciekawej prostej, zwiazkdéw noszacych nazwisko tego
francuskiego matematyka.

Definicja symediany. Symediang nazywamy prosta,
bedaca obrazem symetrycznym srodkowej wychodzacej

z danego wierzchotka trojkata wzgledem dwusiecznej
kata wewnetrznego znajdujacego sie przy tym samym
wierzchotku. Z wierzchotka C tréjkata ABC prowadzimy
dwusieczng C'D oraz $rodkowa C'E. Odbijamy wéwczas
prosta C'E wzgledem prostej C'D. Otrzymujemy

prosta C'F' — w ponizszym artykule méwiac o symedianie,
bede miala na mys$li wlasnie odcinek tej prostej
ograniczony przez dany trojkat.

C

Rys. 1

Pierwsze i jednoczesnie zasadnicze twierdzenie
charakteryzujace symediane w swojej nazwie nie zawiera
nazwiska Lemoine’a. Jednak bez tej wlasnosci

nie byliby$my w stanie wykazaé nastepnych zaleznodci.

Twierdzenie o podziale boku. Symediana
poprowadzona z jednego wierzcholka trojkgta dzieli
wewnetrznie przeciwlegly bok proporcjonalnie do
kwadratow dlugo$ci bokéw przyleglych. Wedtug oznaczen
standardowych, takich e AB =c¢, AC =b, BC =a
(rys. 1) otrzymujemy zwigzek

AF b?

FB a2’
Dowod tego faktu opiera sie bezposrednio na twierdzeniu

sinuséw zastosowanym dla par tréjkatéw: AFC, BEC
oraz AEC, BFC.
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Stosunek podzialu boku przez symediane przypomina
stosunek podziatu boku tréjkata przez dwusieczna.
Roéznica polega tak naprawde jedynie na obecnosci
stosunku kwadratow dlugosci bokéw, a nie samych
dlugosci bokéw. Ponadto prawdziwe jest rowniez
twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia o podziale
boku. Jezeli prosta poprowadzona z jednego wierzcholka
trojkata dzieli wewnetrznie przeciwlegly bok
proporcjonalnie do kwadratéow diugosci bokéw przyleglych,
to jest ona symediang.

W dowodzie twierdzenia zakladamy, ze istnieje prosta
spelniajaca stosunek z poprzedniego twierdzenia

i jednoczesnie niebedaca symediang. Dojdziemy wowczas
do sprzecznosci, ktora konczy dowdd.

Powréémy do pana Lemoine’a. Ten zacny francuski
matematyk doczekal sie swojego wlasnego punktu.

Céz to za punkt? Kierujac sie analogia do innych
prostych w tréjkacie, mozemy tatwo sie domyslic!
Symediany réwniez przecinaja sie w jednym punkcie. Jest
to punkt oznaczany standardowo litera L i nazywany
punktem Lemoine’a. Dowdd tego faktu opiera sie jedynie
na twierdzeniu odwrotnym do twierdzenia Cevy,
wykorzystujacym stosunek podziatu boku.

Okazuje sie rowniez, ze punkt L ma bardzo
charakterystyczne polozenie wewnatrz trojkata.

Twierdzenie o minimalnej sumie odleglosci
punktu Lemoine’a od bokéw tréjkata. Jezeli dany
punkt wewngtrz trojkgta spelnia warunek mowigcey, zZe
suma kwadratow jego odleglosci od bokéw trojkagta
przyjmuje minimum, to ten punkt jest punktem
przeciecia symedian.

Dowdad. Niech L bedzie dowolnym punktem lezacym
wewnatrz tréjkata ABC oraz AB = ¢, AC = b, BC = a.
Korzystajac z oznaczen na rysunku 2, mozemy napisac,
iz 2SaBc = ax + by + cz.

A J N B
Rys. 2

Z nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza otrzymujemy:

45950 = (ax + by + ¢2)* < (2® + y* + 22)(@® + b* + &2).



Dla danych a, b, c wyrazenie 22 + 3% + ¢? przyjmuje
wartos¢ najmniejsza, gdy zachodzi rownoéé, a ta ma
miejsce dla

a b ¢
bt
Zauwazamy jednocze$nie, ze % = g“”, % = g‘w],
BLJ BCJ
AJ  Sacs—Sars  Sawc 3y b

BJ ~ Spcs—Sprs  Sprc  iax  a®
7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o podziale
boku przez symediane wnioskujemy, ze punkt L jest

punktem przeciecia symedian. O

7 symediang zwiazane sa réwniez charakterystyczne
okregi. Wérdd nich mozna wyrdznié¢ okregi bezposrednio
zwigzane z punktem Lemoine’a. Do wykonania
konstrukeji pierwszego okregu Lemoine’a pomocne bedzie
przypomnienie definicji antyréwnoleglej.

Definicja. Antyréwnolegla do boku AB w tréjkacie
ABC nazywamy prosta przecinajaca przeciwlegly

do kata A bok pod takim samym katem, jaki jest przy
wierzchotku A oraz bok przeciwlegly do wierzcholka B
pod takim samym katem, jaki jest przy wierzchotku B.

Zwréémy uwage réwniez na charakterystyczny zwiazek
symediany i antyrownolegtych.

Twierdzenie o podziale antyréwnoleglych przez

symediany. Symediana poprowadzona z wierzchotka C
trojkgta ABC' dzieli antyréwnoleglte wzgledem boku AB

na potowy.

Pierwszy okrag Lemoine’a. Aby skonstruowaé
pierwszy okrgg Lemoine’a, musimy poprowadzi¢
antyrownolegle do kazdego z bokow trdjkgta, przechodzgce
przez punkt przeciecia symedian. Wowczas punkty
przeciecia tych antyrownoleglych z bokami trojkgta lezg
na jednym okregu zwanym wlasnie pierwszym okregiem
Lemoine’a.

Rys. 3

Dowdad. 7 twierdzenia o podziale antyrownolegtych przez
symediany wiemy, ze PL = LS, NL = LQ, RL = LO
(rys. 3). Ponadto zauwazamy, ze jezeli proste RO i SP
sg antyréwnolegltymi do bokéw AC' i BC, to

IXLRS = <LSR = xC. Zauwazamy wowczas, ze trojkat
LSR jest réwnoramienny, czyli LS = LR. Oznacza to
rowniez, ze LS = LR = LO = LP. Wowczas cztery
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punkty: S, R, P oraz O sa rowno oddalone od punktu L,
czyli leza na jednym okregu. Takie samo rozumowanie
mozemy poprowadzié dla prostej QN. Jezeli proste

PS i QN sa antyrownoleglymi do bokéw BC' i AB, to
ILQP = L LPQ = < B. Zatem tréjkat PLQ jest
rownoramienny, co oznacza, ze LG = LP, ale réwniez
na podstawie podziatu antyréwnoleglej przez symediane
LQ =LP =LS = LN - podsumowujac:
LS=LR=LP=L0O = LQ = LN. Zatem wszystkie te
punkty sa réwno odleglte od punktu L, co oznacza, ze
leza na jednym okregu, majacym srodek w punkcie L. O

Drugi okrag Lemoine’a. Aby skonstruowac drugi
okrqgg Lemoine’a, musimy poprowadzi¢ rownolegle

do kazdego z bokow trojkgta, przechodzgce przez punkt
przeciecia symedian. Wowczas punkty przeciecia tych
rownoleglych z bokami trojkgta lezg na jednym okregu
zwanym wlasnie drugim okregiem Lemoine’a.

C

Rys. 4

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze czworokat CSLN (rys. 4) jest
rownoleglobokiem. W kazdym réwnolegloboku przekatne
polowia sie. Zatem odcinek C'L dzieli na p6t odcinek SV.
Zauwazamy réwniez, ze odcinek C'L nalezy do symediany
trojkata ABC poprowadzonej z wierzchotka C'. Skoro C'L
nalezy do symediany oraz dzieli odcinek SN na polowe,
to prosta SN musi byé¢ antyréwnolegla do boku AB
(fatwo wywnioskowaé to z twierdzenia o podziale
antyréwnoleglych). Wowczas <CSN = <A = <NOR.
Stad punkty N, O, R, S muszg leze¢ na jednym okregu
oznaczonym jako o1, gdyz <X NSR + <NOR = 180°.
Analogicznie punkty Q, N, O, P musza leze¢ na jednym
okregu oznaczonym jako os. Wezmy teraz pod uwage
czworokat PON S. Zauwazymy wowczas, ze jest to trapez
o podstawach NO oraz PS. Skoro NS jest
antyrownolegta do boku AB oraz OP jest antyrownolegla
do boku BC, to XCNS = XAOP = ¥ B. Oznacza to, ze
INOP = < SNO, czyli trapez SNOP jest
rownoramienny, zatem mozna na nim opisa¢ okrag os.
Podsumowujac, wszystkie trzy okregi musza si¢
pokrywaé, gdyz wspélny okrag o; oraz oz wyznaczaja
trzy punkty: S, NV, O, natomiast wspélny okrag oo oraz os
wyznaczaja trzy punkty: N, O, P. Ale wszystkie

z wymienionych punktéw leza na jednym okregu (punkty:
S,N,0,P). O



Rys. 5

Istnieje réwniez trzeci okrag Lemoine’a. Jego konstrukcja
jest juz nieco bardziej zlozona (rys. 5).

Trzeci okreg Lemoine’a. Niech L bedzie punktem
przeciecia symedian w tréjkgcie ABC. Wowczas

na kazdym z trojkgtow: ALB, BLC,CLA opisujemy
okregi. Punkty przeciecia tych okregéw z bokami lub
przedtuzeniami bokow trojkqgta leZg rownieZ na jednym
okregu zwanym trzecim okregiem Lemoine’a.

Bezposrednio z punktem Lemoine’a zwiazany jest trojkat
o bardzo charakterystycznej wlasnosci. Do jej dowodu
wykorzystamy jedng z wlasnoéci dowolnego punktu
nalezacego do symediany tréjkata.

Twierdzenie o odleglosci punktu nalezacego

do symediany od bokéw tréjkata. Niech punkt E
bedzie punktem lezgeym na boku BC' tréjkgta ABC.
Jezeli AE jest symediang trojkgta ABC przechodzgcg
przez punkt A (rys. 6), to dla kazdego punktu F, leZgcego
na prostej AE, zachodzi réuwno$é

d(F,AB) _d(E,AB)
d(F, AC)

4B
AC

d(E, AC)

Rys. 6
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Twierdzenie o tréjkacie spodkowym Lemoine’a.
Punkt Lemoine’a trojkata ABC jest jednocze$nie $rodkiem
ciezkosci trojkgta utworzonego poprzez polaczenie rzutow
punktu Lemoine’a na boki trojkgta ABC.

Obserwujemy tutaj zwiazek z symetrycznym odbiciem.
Przeciez symediana powstaje jako odbicie srodkowej
wzgledem dwusiecznej, a wspolne polozenie punktu
przeciecia symedian i dwusiecznych dla tych trojkatow
jest wyjatkowe.

Rys. 7

Dowdd. Niech @ (rys. 7) bedzie punktem przeciecia
odcinka PO oraz prostopadlej do boku AB,
przechodzacej przez punkt Lemoine’a (L). Wowczas
stosujac twierdzenie sinuséw, otrzymujemy zaleznosé:
PQ PL sin<PLQ
QO OL sinxOLQ’
Jezeli C'L jest symediang w trojkacie ABC, to
z twierdzenia o odleglosci punktu nalezacego
do symediany od bokéw trojkata otrzymujemy
PL d(L,CA) CA
LO d(L,CB) OB’
Ponadto <QLO = <B, XQLP = 4 A, gdyz
na czworokatach BOLN oraz AN LP mozna opisaé
okregi. Uwzgledniajac to w zapisie pierwszego zwigzku,
otrzymujemy

P7Q B ﬂ sin<x A
QO BC sin<B’
Ale z twierdzenia sinuséw mamy

sin <A B BfC'

sin<B  AC’
e PQ _AC BC _
QO BC AC

Stad NQ jest srodkowsg tréjkata NOP. Analogiczny tok
rozumowania wystepuje w przypadku punktu S bedacego
punktem przeciecia odcinka PN oraz prostopadlej

do boku BC, przechodzacej przez punkt Lemoine’a oraz
dla punktu R bedacego punktem przeciecia odcinka ON
oraz prostopadlej do boku AC, przechodzacej przez
punkt Lemoine’a. Stad odcinki N@Q, OS, PR sa
srodkowymi w trdjkacie NOP oraz punkt L jest réwniez
srodkiem ciezkosci tego tréjkata. O

Dociekliwy matematyk zapewne chcialby sie dowiedzie¢
jeszcze dokladniej, gdzie w trdjkacie znajduje sie punkt
przeciecia symedian.



Twierdzenie o potozeniu punktu Lemoine’a.
Punkt przeciecia symedian znajduje sie na prostej
zawierajgce] Srodek wysokoSci opuszczonej z jednego

z wierzcholtkow oraz $rodek przeciwleglego boku trojkgta.

C P H K B
Rys. 8

Wskazowka. W dowodzie tego twierdzenia mozna
wykorzystaé twierdzenie o trdjkacie spodkowym
Lemoine’a. Pomocne okaze sie¢ odbicie punktu H
wzgledem punktu L.

7 symediang spotkamy sie rowniez, gdy bedziemy chcieli
poznaé blizej okrag Apoloniusza. Przypomnijmy, ze dla
danych punktow A 1 B, gdzie A jest rézne od B, oraz
liczby dodatniej m, réznej od 1, zbiorem punktow G

na plaszczyinie, takich ze % = m, jest okrqgg, nazwany

okregiem Apoloniusza.

Rys. 9

Twierdzenie o symedianie i okregu Apoloniusza.
Niech punkt J bedzie takim rozinym od wierzchotka D
punktem na okregu opisanym na tréjkgcie ABD
(rys. 9), ze

JB BD

JA AD’
Wowezas odcinek DJ jest symediang tréjkgta ABD,
przechodzgcg przez wierzcholek D.

Dowdad. Niech P bedzie punktem przeciecia prostej DJ
z bokiem AB tréjkata ABD. Postugujac si¢ twierdzeniem
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sinusow, otrzymujemy zaleznosé
BP JB sin<BJP
PA~ JA singPJA’
Jednoczesnie korzystajac z zalozenia, ze ‘}—g = %,
mozemy napisac, iz
BP BD sin«<BJP
PA~ AD singPJA’
7 wlasnosci katéw opartych na tym samym tuku wiemy,
ze XDJB = <A, ¥DJA = & B. Zatem
BP BD singA
PA~ AD sin«B’
ale z twierdzenia sinuséw wyciagamy wniosek, ze
singA BD
singB AD’

stad

BP BD?

PA  AD?’
7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o podziale
boku przez symediane wyciagamy wniosek, iz prosta DJ
jest symediang w trojkacie ABD, przechodzaca przez
wierzchotek D. O

Ponadto wazna wlasnoscia symediany, niezwykle
przydatna jako zastosowanie przy rozwigzywaniu zadan
oraz zwiazang z okregiem opisanym na tréjkacie, jest
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie o stycznych do okregu opisanego

na tréjkacie i o symedianie. Na trdjkgcie ABC
opisujemy okrag o §rodku D (rys. 10). Prowadzimy styczne
do okregu przechodzqce przez wierzchotki A i C. Styczne
te przecinajg sie w punkcie E. Wowczas odcinek BE jest
symediang tréjkgta ABC, zawierajgcq wierzcholek B.

Rys. 10
Dowdd pozostawiam Czytelnikom.

Ktos, kto zapoznalby si¢ jedynie z wyzej wymienionymi
wlasnosciami symediany, moglby jej zarzuci¢ brak
przydatnosci w Swiecie zadan geometrycznych. Jednak
okazuje sie, ze symediana z powodzeniem znajduje
zastosowanie, na przyktad, w zadaniach olimpijskich.
Kluczem do pierwszego z nich bedzie wyzej wymieniona
zalezno$ci.



Zadanie 1 (Vietnam Team Selection Test 2001).

Na plaszczyinie dwa okregi przecinajg sie w punktach
G i H. Ich wspdlna styczna, blizsza punktowi G, dotyka
tych okregow w punktach E i F. Opisujemy okrgg

na tréjkgcie HEF. Styczne do niego przechodzgce przez
wierzcholki E i F przecinajq sie w punkcie I. Niech G’
bedzie obrazem punktu G w symetrii wzgledem prostej
EF. Udowodnij, ze punkty H,G', I sq wspdiliniowe
(rys. 11).

Rys. 11

Rozwigzanie. Z twierdzenia o stycznych do okregu
opisanego na trojkacie i o symedianie wiemy, ze odcinek
HI jest symediana trojkata H EF, zatem nalezy
wykazaé, ze réwniez punkt G’ lezy na tej symedianie.
Ponadto odcinek HG lezy na srodkowej tréjkata HE'F.
Whioskujemy to z twierdzenia o potedze punktu:

JE* = JG-JH = JF>.
Wiec JE = JF, czyli punkt J jest érodkiem odcinka EF'.

Jako ze {FG'E = < FGE = 180° — <GEF — <GFE =
=180° — <xGHE — <GHF = 180° — < EHF, punkty
EHFG@G' leza na jednym okregu, stad

SG'HF = 4G'EF = 4FEG = <GHE.

Zatem skoro GH jest §rodkowa trojkata HEF, to HG'
jest symediang tego tréjkata. Zatem punkty H,G’, I lezg
na jednej proste;j.

Symediana i jej wlasno$ciami mozna postuzy¢ sie réwniez
jako narzedziami w dowodzie.

Zadanie 2 (Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna
2003). Trzy rézine punkty A, B, C lezg kolejno na jednej
prostej. Niech I bedzie okregiem przechodzgcym przez
punkty A i C, ktdrego $rodek nie lezy na prostej AC.
Niech P bedzie punktem przeciecia stycznych do okregu
w punktach A i C. Punkt przeciecia odcinka PB

z okregiem I' oznaczmy jako Q. Udowodnij, Ze punkt
przeciecia dwusiecznej X AQC i odcinka AC nie zalezy
od wyboru okregu (rys. 12).
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Rys. 12

Rozwigzanie. Niech QR bedzie dwusieczna X AQC.
7 twierdzenia o dwusiecznej mozemy zapisac, ze
AR AQ
RC — QC’
Zatem nalezy wykazaé, ze stosunek z () nie zalezy
od wyboru okregu I'. Z twierdzenia sinuséw
otrzymujemy, ze
AQ  sinxACQ
QC ~ sinxCAQ"
Ale korzystajac z twierdzenia o siecznej i stycznej, mamy
AQ  sinxPAQ
QC ~ sinxPCQ’
Przeksztatcajac powyzszy zwiazek, otrzymujemy:

PQ .
sin<x PAQ ESIH{AQP _

4Q _
QC  sinxPCQ %sin{CQP
_singAQP
~ sinxCQP
¢ AB AB
CsinaaB 4@ FABY 4. qc
sin xCQB @sin{CBQ CB - AQ
aQ
Zatem
AQ* _ AB
QC?  CB’

Zatem @B jest symediang w tréjkacie ACQ. Powyzsze
stwierdzenie potwierdza, ze punkt przeciecia dwusiecznej
X AQC i odcinka AC nie zalezy od wyboru okregu I

Na tym zakoncze dzisiejsza opowiesé, choé musze ostrzec,
ze pokazane przeze mnie twierdzenia to tylko kilka
wybranych zaleznosci. Mozemy, na przyklad, wyznaczy¢
rowniez dlugos$é symediany za pomocs twierdzenia
Stewarta czy stosunek jej podziatu przez punkt
Lemoine’a za pomoca twierdzenia van Aubela.
Podsumowujac to opowiadanie, dodam, ze nie wiem, czy
symediana bedzie zyta dlugo i szczesliwie, ale mam
nadzieje, ze pozostanie w pamigci Czytelnikéw.



