Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2015

Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowej

Klubu 44 F
po 581 zadaniach
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 9 — 43,56
Tomasz Rudny (Warszawa) 37,68
Andrzej Idzik (Bolestawiec) 11 - 31,77
Jacek Konieczny (Poznan) 27,92
Ryszard Wozniak (Krakéw) 22,51
Marian Lupiezowiec (Gliwice) 1 — 20,47
Krzysztof Magiera (Losiéw) 312,44
Michat Kozlik (Gliwice) 1- 9,63
Jacek Piotrowski (Rzeszéw) 2 - 8,89

Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw) 3 — 3,08
Pawel Kubit (Krakéw) 1,09

Liczba przed pauza oznacza krotnosé
zdobycia 44 punktéw.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 592, 593
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

592. Uklad sklada sie z dwéch cienkich soczewek o wspélnej osi optyczne;j:
skupiajacej o ogniskowej f1 = 3 cm i rozpraszajacej o ogniskowej fo = —2 cm,
ustawionych w odlegtosci d = 6 cm. Przedmiot znajduje si¢ w odlegtosci

x1 = 4 cm od soczewki skupiajacej. Znalezé konstrukcyjnie

potlozenie obrazu po przejsciu promieni przez uktad. /

593. Cienki, nierozciagliwy lancuszek o zaniedbywalnie

matych ogniwach przerzucony jest przez nieruchomy bloczek A
(rys. 1). Konce zwisajacych z bloczka czesci tancuszka leza
na stole i na podlodze, przy czym cze$é lezaca na stole jest
wystarczajaco dluga i utozona w maly kopczyk wokot
punktu A (odcinek AA; jest pionowy). Znalezé ustalona
predkosé wiszacej czesci tancuszka. Blat stotu znajduje sie
na wysokosci h nad podtoga. Tarcie zaniedbujemy. 7

h

Rys. 1
Rozwigzania zadan z numeru 10/2014

Przypominamy tres¢ zadan:

584. Po gladkiej, poziomej plaszczyznie §lizga si¢ z predkosciag v jednorodny klocek o dlugosci [.
Klocek wsuwa sie na szorstki odcinek powierzchni o wspélczynniku tarcia p (rys. 2). Po jakim czasie
klocek zatrzyma sig?

585. Z cienkiej soczewki o ogniskowej f = 50 cm usunieto czesé Srodkowq o szerokosci a = 0,6 mm.
Obie poléwki soczewki stykaja sie. Srednica soczewki wynosi D = 6 cm. W odlegtosci f od soczewki,
na jej osi optycznej, ustawiono punktowe zrédto swiatta monochromatycznego o dtugosci fali

A =6-10"° m. Z drugiej strony soczewki umieszczony jest ekran. Jakie musi byé polozenie ekranu,
aby mozna bylo obserwowac¢ na nim prazki interferencyjne? Zaktadajac, ze warunek ten jest
spelniony, znalez¢ odleglo$¢ miedzy sasiednimi jasnymi prazkami.

584. Niech = < ! oznacza odlegtosé¢, na jaka wsunal si¢ na szorstka powierzchnie
poruszajacy si¢ klocek. Dziata na niego sita tarcia Fr = —kz, gdzie k = #7£. Klocek
bedzie si¢ poruszal ruchem harmonicznym do chwili, kiedy albo zatrzyma sig, albo caly
wjedzie na szorstks powierzchnie. Z zasady zachowania energii mozemy wyznaczy¢

amplitude drgann A = v, / é.
Gdy | > A, czyli dtugosé klocka jest nie mniejsza od amplitudy drgan, a stad v < /ugl,

klocek zatrzyma sie po czasie t = T'/4 = 0,574/ é7 gdzie T jest okresem drgan.
Gdy | < A, klocek wjedzie na szorstkg powierzchnie w czasie t1, poruszajac si¢ ruchem

harmonicznym, a nastepnie w czasie t2 bedzie poruszal si¢ ruchem jednostajnie
op6znionym. Droga przebyta ruchem harmonicznym [ = A sin wti, gdzie

w= % = /4. Predkos¢ vi, jaka osiggnie klocek w chwili 1, mozemy otrzymaé
2

z zasady zachowania energii: m2”2 = %lz = mgl , stad v1 = 4/v2 — ugl. Ruch

jednostajnie op6zniony odbywaé sie bedzie w czasie t2 = L. Klocek zatrzyma sie

Hg

po czasie t = t1 +t2 = 7”Ui;”gl + 4/ é arc sin (—ijgl)

585. Jezeli w plaszczyznie ogniskowej soczewki w odlegtodci § od ogniska umiescimy

punkt $wiecacy P, to promienie wychodzace z tego punktu po przejsciu przez soczewke
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utworza wiazke rownolegta nachylong do osi optycznej soczewki pod katem «,

a

o} przy czym tgoa = a7

Rys. 6

(rys. 4). Po wycieciu czesci srodkowej i zetknieciu potéwek
soczewki, promienie wychodzace z punktu P tworzg przecinajace sie wiazki rownolegte.
Z rysunku 5 widaé, ze maksymalna odleglosé, w jakiej mozna ustawié ekran, aby wigzki
te interferowaly ze soba, wynosi Tmax = Df

Dctga __
2 ~ a

B Niech ekran znajduje sie w dowolnej odleglosci od soczewki, mniejszej niz Tmax-
Na érodku ekranu powstaje maksimum interferencyjne. Aby w p. A w odlegloéci Axy
od srodka ekranu powstalo k-te maksimum (rys. 6), promienie PO1A i POA musza sie

wzmacniaé, zatem ich réznica drég optycznych wynosi As = kA. Droga optyczna
promienia OA jest taka sama jak promienia OA’. Promienie z wigzki réwnoleglej maja
w punktach A i B zgodne fazy, zatem As = 2Azx,sina ~ 2Awk%. Odlegtos¢ miedzy

sasiednimi prazkami wynosi Az = Az

*

W ubieglym roku najtrudniejsze okazato sie zadanie

570, gdzie nalezalo znalez¢ przyspieszenie preta
poruszajacego sie w rurze z woda. Jego wspdlezynnik
trudnosci wynidst 3,90. Gdy pret podnosi sie, pewna
masa wody porusza sie do dotu, zapelniajac oswobodzone
miejsce. Sita dzialajaca na pret ze strony wody zalezy od
przyspieszenia tej wody. Prawo Archimedesa w postaci:
sila wyporu réwna jest ciezarowi wypartej cieczy, nie ma
w tym przypadku zastosowania, a tak wlasnie préobowali
rozwiazaé zadanie uczestnicy klubu. Trudne okazalo sie
tez zadanie 563 (WT = 3,40), ktére zreszta, jak stusznie
wytknal mi Andrzej Idzik, pojawilo si¢ juz w Delcie

w 1986 r. Trzeba bylo w nim obliczy¢ predkosé, jaka nalezy
nada¢ tadunkowi punktowemu w $rodku wydrazonej
metalowej kuli, aby oddalil sie do nieskonczonosci

przez waska szczeling w tej kuli. W nadestanych
rozwiazaniach uwzgledniano na ogét oddziatywanie
tadunku punktowego z tadunkami indukowanymi

na powierzchniach kuli, natomiast nie uwzgledniano

— Az = £ =0,5 mm.
a
*

oddzialywania miedzy tadunkami indukowanymi

na obu powierzchniach. W zadaniu 577, odpowiadajac
na pytanie, jaka predkosé uzyska walec po wylaczeniu
pola magnetycznego, w ktorym byt umieszczony,
rozwigzujacy zaniedbali zjawisko samoindukcji.

Zadanie 575 (wciaganie cieczy dielektrycznej

do kondensatora) czesé klubowiczéw rozwiazala
poprawnie, poszukujac minimum energii takiego uktadu,
czesé jednak uznalta, ze przyrost energii potencjalnej
grawitacji rekompensowany jest obnizeniem energii
elektrostatycznej, powtarzajac btad szeroko dyskutowany
po jednej z matur jeszcze przed reforma. Niektore

bledy trzymaja sie wigc mocno. Zadanie 576, gdzie
klocki potaczone sprezyng zsuwaly sie z réwni, dwoch
uczestnikéw rozwiazato w ukladzie zwiazanym z réwnia,
wykazujac sie imponujaca sprawnoscia rachunkowa.
Warto jednak bylo zrobi¢ to w ukladzie zwiazanym

ze $rodkiem masy, co zdecydowanie upraszczato
obliczenia i pozwalato tatwiej uchwycié istote tego ruchu.

Klub 44

®
|-
o

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2015

Dziekuje wszystkim, ktorzy nadsytali rozwiazania, zapewniajac mi sprzezenie
zwrotne, przepraszam za niedociagniecia i literéwki, ktorych nie udato sie uniknaé.
Podobnie jak w roku ubieglym, wyrazam szczegdlne uznanie za sposéb prezentacji
na og6l bezblednych rozwiazan i ich dyskusje przez Tomasza Wieteche.

E. Z

Zadania z matematyki nr 695, 696
Redaguje Marcin E. KUCZMA

695. Znalez¢ wszystkie pary wielomianéw rzeczywistych P, @, spelniajace

rownanie

Q(z?+x+1)
?24+r+1

P(a?—z+1)

FR—— dla z € R.

696. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwg liczbe punktow, jakie mozna rozmiescié¢
na plaszczyznie tak, by kazde trzy sposréd nich byly wierzchotkami tréjkata
réwnoramiennego.

Zadanie 696 zaproponowal pan Krzysztof Kaminski z Pabianic.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2014

Przypominamy tresé zadan:

687. Dowiesé, ze wéréod dowolnie wybranych 39 kolejnych liczb naturalnych znajdzie si¢ liczba, ktorej
suma cyfr dzieli sie przez 11.

688. Tréjkat réwnoboczny ABC o boku dilugosci 1 jest podstawg ostrostupa prawidlowego ABC'S.
Na krawedziach SA, SB, SC lezg takie punkty X, Y, Z, ze suma kwadratéw pél tlolkqtow SXY,
SYZ, SZX jest rowna kwadratowi pola tréjkata XYZ. ()bllCLVC objetosé ostrostupa ABC'S
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2013/14

Jerzy Cisto - 10-43,59
Tomasz Wietecha - 9-42,14
Michal Miodek - 1-40,49
Wojciech Maciak - 39,65
Marek Spychata — 1-39,37
Wojciech Tobi$ - 34,67
Piotr Kumor 11-33,09
Grzegorz Karpowicz - 1-32,75
Tomasz Kochanek - 32,40
Franciszek Salezy Sikorski - 1-28,22
Jerzy Witkowski - 5-27,02
Michal Kozlik 26,46
Pawel Najman - 6-26,32
Krzysztof Maziarz - 25,35
Janusz Olszewski - 15-21,28
Barttomiej Dyda - 5-20,18
Pawel Burdzy - 19,87
Zbigniew Skalik - 2-19,42
Pawel Kubit ~  5-18,24
Adam Dzedzej - 2-18,00
Witold Bednarek - 6-17,84
Roksana Stowik - 1-17,39
Jedrzej Garnek - 2-17,19
Marcin Kasperski — 3-16,39
Janusz Wojtal - 16,17
Marcin Matogrosz - 1-16,06

Legenda (przyktadowo): stan konta 6-26,32
oznacza, ze uczestnik juz szesciokrotnie
zdobyl 44 punkty, a w kolejnej

(siédmej) rundzie ma 26,32 punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi
co najmniej 15 punktéw;

— przyslali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2012, 2013
lub 2014.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywidcie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié

do naszych matematycznych tamiglowek,
jego nazwisko automatycznie wroci

na liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (11), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (15),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (9), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (5),

J. Cisto (10), W. Bednarek (6),

D. Kurpiel, P. Najman (6), M. Kieza (4),
M. Kasperski, K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz

(jesli uczestnik przekroczyl bariere
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

wdwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, A. Dzedzej, Z. Galias,

J. Garnek, A. Idzik, P. Jedrzejewicz,

K. Kaminski, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Matopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro,

J. Siwy, Z. Skalik, S. Solecki,

T. Warszawski, G. Zakrzewski;

687. Niech m bedzie dowolng liczba co najmniej dwucyfrowa, ktérej ostatnia
cyfra jest zero, a przedostatnia cyfra nie jest dziewiatka. Wowczas w ciagu
dwudziestu kolejnych liczb m, m + 1, ..., m 4+ 19 znajduje sie liczba o sumie cyfr
podzielnej przez 11; jesli bowiem suma cyfr liczby m wynosi s, to sumy cyfr liczb
m+1,...,m+9wynosza s+ 1, ..., s+ 9, za$ liczba m + 19 ma sume cyfr
rowng s + 10; rzecz jasna, ktoras z wartosci s, s+ 1, ..., s + 10 dzieli sie

przez 11.

Pozostaje teraz zauwazy¢, ze kazdy ciag kolejnych 39 liczb naturalnych zawiera
20-wyrazowy blok o wyrazie poczatkowym m postaci, jak wyzej.

688. Sciany ASB, BSC, CSA sy przystajacymi tréjkatami réwnoramiennymi,

z jednakowym katem ¢ przy wierzchotku S. Niech ¢ = cos ¢. Oznaczajac
x=|SX|,y=|5Y|, z=1|5Z],u=|YZ|,v=|ZX|, w=|XY|, mamy

(1) 2= 2% 4 2% — 2t 2z,
Pole tréjkata SXY wynosi %my sin ; podobnie wyrazaja sie pola trojkatow
SYZ, SZX. Suma kwadratéw ich pél jest réwna 1(1 —¢2) Y 22y?%; tu i dalej
symbol > oznacza sume cykliczna wzgledem tréjki z,y, z (lub w, v, w).

u? =y? 4+ 2% —2tyz, w w? =22 + 9% — 2t xy.

Kwadrat pola trojkata XY Z wyrazamy zgodnie ze wzorem Herona jako

Lt 0)? —w?)w? — (w—v)?)

1
16 = — 2uv+u® + 1% —w?)(2uv +w? —u? —0v?) =

16

= 2w Y = e - (M)

Uzyskana wartos¢ ma by¢ réwna %(1 —12) 3" 2%y?; mnozac przez 4 dostajemy

rownanie
1 2
2,2 2 2 2,2 _
guv—<2§u>—(1—t)gxy—0.

(2)
2 .2

Po wprowadzeniu w miejsce u?, v?, w? wyrazen (1) i pogrupowaniu wszystkiego
wedlug poteg ¢ (to mechaniczny rachunek) okazuje sie, ze wyrazy
niezawierajace t znosza sie, a cale réwnanie (2) redukuje sie do postaci

2z 4y + 2)(xyz)(t? —t) = 0.
Kat ¢ jest niezerowy, wiec t = cos ¢ # 1; stad t = 0, czyli ¢ = 90°. Zatem kazdy
z trojkatow ASB, BSC, C'S A jest prostokatny i rGwnoramienny,
o przeciwprostokatnej dlugosci 1; przyprostokatne SA, SB, SC maja
dtugosé %\/ﬁ Ostrostup SABC jest szdsta czeécia szeScianu o krawedzi %\@

Jego objetosé wynosi 5v/2. . e

Oto coroczne omoéwienie. Jak zwykle, wybrane zostaly zadania ciekawsze

i trudniejsze, gdzie uczestnicy ligi przedstawili rézne zmyslne metody rozwiazan,
interesujace uogodlnienia, niebanalne komentarze. I jak zwykle namawiamy
Czytelnikéw do starannego przesledzenia owych ,zmyslnych” rozwiazan,
zreferowanych tutaj (z koniecznosci) mocno skrétowo. Po dopracowaniu

ich uroda uwidoczni si¢ w pelni.

Zadanie 667. [Szachownica bialo-czarna n x n (n — liczba parzysta); ciag ruchéw
typu: zmiana koloréw wszystkich pél w wybranym prostokacie planszy; min(czas
uzyskania planszy jednobarwnej)?] (wspélczynnik trudnosci WT = 2,35; liczba
poprawnych rozwigzan LPR = 11). Wszyscy podali jednakowy algorytm
uzyskania zadanego efektu w n ruchach (wybiera¢ co drugi wiersz i co druga
kolumne). Uzasadnienia, ze tego czasu skrécié sie nie da, byly rézne, i raczej

nie prostsze niz w rozwigzaniu firmowym — wszakze poprawne, a to sie liczy.
Ale, ale — dlaczego ograniczac sie do n parzystych? Kazde z podanych rozwiazan
(firmowe tez) wymaga jedynie drobnego retuszu, by obja¢ przypadek n
nieparzystego (co zauwazyli prawie wszyscy uczestnicy) — a nawet przypadek
planszy prostokatnej m x n; wynik |m/2| + |n/2| wskazali A. Dzedzej,

J. Olszewski oraz M. Kasperski, ktory ponadto zasugerowal rozszerzenie
zadania: rozwazamy plansze n X n, pomalowang na starcie niekoniecznie

W szachownice”; jaki jest minimalny czas, w ktérym z dowolnego wyjsciowego
uktadu pél czarnych mozna doj$¢ do planszy jednobarwnej?
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sjednokrotni”: R. M. Ayoush,

S.

Bednarek, T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

Duch, J. Fiett, P. Figurny, M. Fiszer,
Garncarek, L. Gasinski, A. Gluza,

. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
. Jastrzebski, A. Jézwik, G. Karpowicz,

Klisowski, J. Kraszewski,

. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,

. Latala, P. Lipinski, P. Lizak,

. Labedzki, M. Lupiezowiec,

. Matogrosz, J. Mandziuk, B. Marczak,
. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
. Miodek, R. Mitraszewski,

. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
. Pikula, B. Piotrowska, W. Pompe,

. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,

Sewartowski, F. S. Sikorski, R. Stowik,

. Smolezyk, P. Sobczak, M. Spychata,

Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,

. Trautman, P. Wach, K. Witek,

Zadanie 669 [AABC, okrag wpisany styczny do BC, CA, ABw D, E, F;
punkty X € BC,Y € CA, Z € AB: |AY| = |AZ|, |BX| = |BZ| = prosta DE
potowi odcinek XY] (WT = 1,38; LPR = 17). Latwiutkie. Ale, jak zauwazyla
wiekszosé rozwiazujacych, czego$ zabraklo w tresci zadania — nalezalo wykluczy¢
przypadek, gdy punkty XY, Z pokrywaja sie z D, E, F'; wowczas bowiem, jak
wdziecznie zauwazyl Jacek Baginski, prosta DE moze rozpotowié¢ odcinek XY
jedynie wzdluz, na dwa ciensze. . .

Niebanalne spojrzenie na geometri¢ zadania zaproponowal Janusz Fiett. Trzy
proste 1, 2, 3 tworza trojkat. Wybieramy punkt na prostej 1, po czym

na prostej 2 wyznaczamy punkt lezacy w tej samej odlegloéci od punktu
przeciecia 1 N 2, tak, by polproste o poczatku 1 N 2 i przechodzace przez owe
dwa punkty (wyjsciowy i odwzorowany) albo obie przecinaly albo nie przecinaly
prostej 3. Punkt otrzymany na prostej 2 w analogiczny sposéb odwzorowujemy
na punkt na prostej 3, i dalej tak samo, cyklicznie. Po szesciu krokach wrécimy

REANPNZIZZEZZUR S0

- Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
. Zawistawski, P. Zmijewski.

do punktu wyjsciowego. f.aczac kolejne punkty odcinkami dostajemy tamana
szescioboczna, o przeciwlegtych bokach réwnolegtych i rownoodleglych

od prostych, wyznaczonych przez punkty stycznosci okregu wpisanego w trojkat
z jego bokami (stad i teza zadania).

Gdy wszystkie uzyskane punkty leza na bokach tréojkata,
mozemy pokusié¢ sie o model fizyczny: trojkatna ptytka,
opleciona petla sznurka, o kolejnych (szesciu) odcinkach
biegnacych, na przemian, po jednej i drugiej jej stronie,
przy czym konce kazdego odcinka sa jednakowo odlegte
od odpowiedniego wierzchotka ptytki; przesuwanie
réwnolegle jednego (dowolnego) z owych odcinkéw
wymusi analogiczne przesuniecia pozostaltych odcinkow,
a sznurek pozostanie naprezony. (Gdy ktory$

z wierzchotkéow tamanej lezy nie na boku tréjkata, lecz
na jego przedluzeniu, model przestaje funkcjonowaé — ale
jego algebraiczng namiastke mozna uzyskac,
wprowadzajac znaki plus i minus). Wywdd zwieficzony
apetyczna zacheta: Dalsze uogédlnienie mogloby dotyczyé
wielokgtow innych niz trojkqty, majgcych okrgg wpisany
— w pewnych przypadkach takze mozna je tadnie oplataé
tamanymi; ale to juz zupeinie inna historia. . .

Zadanie 674 [f: R = R; f(x +1) = f(x) + 1;

f(@?) = f(x)? = f=?] (WT = 2,94; LPR = 8). Sposréd
zadan omawianego rocznika to okazalo sie najtrudniejsze;
a takze chyba najciekawsze. Jedyna funkcja, spelniajaca
oba réwnania, jest funkcja identycznosciowa.
Uzasadnienie, jak w rozwigzaniu firmowym (lub rézniace
sie nieistotnie) podali J. Garnek, P. Kumor,

M. Malogrosz, J. Olszewski. Elegancki i nieco
odmienny dowdd znalazt Jerzy Cisto: jak w firmowym,
zauwaza, ze [ jest funkcjg nieparzysta i ze odwzorowuje
R, w R ; nastepnie uzasadnia, ze f(r) =r dla

r =k/n € Q (przeksztalcajac wyrazenie f((r + n)?)

na dwa sposoby); wreszcie dowodzi, ze f(z) < f(y) dla

2z <y — najpierw w przypadku, gdy y — x > 1 (i mozna
miedzy x i y wlozy¢ liczbe calkowita), potem gdy

x,y € (1;00) (wiec wysokie potegi tych liczb réznig sie

o 1 lub wiecej); w pozostalym przypadku, przesuniecie

o liczbe catkowita przeniesie liczby do przedziatu (1; o).
Funkcja rosnaca, bedaca identycznoscia na Q, jest
identycznoscia na R.

Zgrabnie poradzil sobie Krzysztof Maziarz. Wstepne
spostrzezenia (nieparzysto$é, f > 0 na R,), a dalej:
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przypusémy, ze dla pewnego x zachodzi nier6wnosé

x> f(z) =: x —e. WeZmy k € N tak duze, by
r+k=:y>(e+e1)/2. Z réwnania f(y) =y — ¢
wynika, ze f(y?) = (y — €)? < y? — 1; stad za$
Ff?—v?]) <y?> —1-[y?] <0, whrew temu, ze f >0
na R, . Tak wiec f(z) > = dla € R; wobec
nieparzystosci, f(z) = z. Podobne rozumowanie, zapisane
nieco bardziej zawile, przedstawil Adam Dzedzej.

Janusz Fiett, bardzo oryginalnie, patrzy jedynie

na wykres funkeji (czy raczej hipotetyczny wykres, bo to
dowdd nie wprost), widzi ,drabinki punktéw” i inne
konfiguracje geometryczne; gdy za$ potrzebuje
nieréwnosci — uzasadnia je tez geometrycznie,
poréwnujac pola pewnych prostokatéow; jezyk mocno
nieformalny, uzasadnienia miejscami z lukami — ale

w koncu wszystko sie broni, zadanie zrobione.

Wspdélnym rysem wszystkich rozwiazan jest uzycie
argumentéw, nalezacych do analizy matematycznej:
granic ciaggéw lub przynajmniej nieréwnosci, de facto
generujacych owe granice. Tymczasem teza zadania ma
charakter algebraiczno-mnogosciowy: jedyna funkcja,
przemienna (w sensie superpozycji) z funkcjami

o(x) =2+ 1, Y(z) = 22, jest f(x) = x. Jakie inne pary
funkcji ¢, 1 maja te wlasnos¢? Czy da si¢ takie pary
scharakteryzowa¢ w terminach czysto mnogosciowych —
w jezyku algebry zbioréw i relacji miedzy orbitami
iteracyjnymi ¢, ¥? Nie sa nam znane zadne twierdzenia
tego typu; moze ktos z Czytelnikéw?. ..

Zadanie 675 [Alfabet o, ..., w (24 litery);

pn = prawdopodobienstwo, ze w losowym n-stowie litery
a, w nie sasiaduja; min{n: p, < 1/2} =7 (WT = 2,29;
LPR = 8). Jasne, ze nalezalo szukaé¢ rekurencji dla
ciagu (pn). Ciekawe, ze mozna ja bylo uzyskaé¢ znacznie
prosciej, niz w firméwce: p, = m™"c,, gdzie m to
liczno$¢ alfabetu (tu m = 24), ¢, jest liczba n-stéw bez
aw lub wa; piszemy ¢, = a, + by, gdzie a, to liczba
tych, ktére maja na koncu « lub w, zas b, to liczba tych,
ktére sa zakonczone inaczej. Zwiazki a, = ap—1 + 2b,—1,
by, = (m — 2)c,—1 sa doprawdy oczywiste i od razu daja



rekurencje
(1)
czyli
m—1 m—2
2 n = — _ Pn— -5 Pn—
2 »p Pt paz (M

W ten sposéb postapili: Jerzy Cisto (z dowolnym m),
Janusz Fiett oraz Roksana Stowik.

cn=m—1)cp—1+ (m—2)cp_2,

= 24).

Rozumowanie z rozwiazania firmowego tez miato swoich
zwolennikéow: P. Kumor, M. Maltogrosz, M. Miodek,
J. Olszewski. (Jeszcze troche inna droga doszedl

do wzoru (2) P. Najman). Rozstrzygniecie, dla jakich n
wartos¢ p,, spadnie ponizej 0,5, zostalo przez wszystkich
(lacznie z firméwka) pozostawione maszynie; wynik:
minn = 208.

Mozna bylo zajmowaé sie wylacznie ciagiem (c,), z zaleznoscia (1) i pytaniem:
¢ < 0,5-24™ (7), bez przechodzenia do postaci (2). To by prowadzilo do badania
duzych liczb catkowitych — za duzych (w przeswiadczeniu redaktora ligi), by nad
zagadnieniem zapanowaé. Tym wieksze byto redaktora radosne zaskoczenie, gdy
w dwoéch pracach (J. Fiett, M. Miodek) znalazl wartosci co7, c208
wydrukowane in extenso! Niech i nasi Czytelnicy troche tej uciechy maja:

co07 = 253510478116989667286069556112239483966686696087778708186081
241005457086185875947576983665148084284804983929373835070160
456915245509527032465634911491404779725578425599190252059531
236220647978264714330381942130166515018490948673294755506983
6010258379841748909914188149028725759669801930,

c208 = 606390531917155388638659541205594709872002372899953 774685779
132318477871720723344069954785179879991382257774972929493109
088401396406576820414785954097915904743731483512534464549112
457438179568399783955501282839841176163110541645599079981093
49296470060622232450152310425551499093489341202.

Zadanie 678 [Czy istnieja rézne liczby pierwsze p, ¢, r
pl207t =1, q|27t =1, r|2P7 L =1 7] (WT = 2,13;
LPR = 10). Tu redaktor ligi ewidentnie zawinil
niefrasobliwo$cia — zadanie poznal byl wraz

z rozwiazaniem (ktére podal jako firmowe) — byl wszelako
zbyt leniwy, zeby samemu, prosciutkim programem,
poszukaé takich tréjek. A istnieje ich mnostwo

(i znajduje sie je bez problemu); Michal Miodek
wydrukowal przeszto sto tréjek! Wérdd przyktadow
podawanych przez uczestnikéw najczesciej powtarzala sie
tréjka (19,37,73), jedyna skladajaca sie z samych liczb
dwucyfrowych (oraz realizujaca min(p + ¢ +)).

Przypomnijmy, ze w rozwiazaniu firmowym (autor
zadania: Witold Bednarek) zostalo wykazane, ze jesli s
jest liczba pierwsza, dla ktérej 2° — 1 ma co najmniej
trzy ré6zne dzielniki pierwsze p < ¢ < r, to tréjka (p, q,r)
spelnia wymagane warunki, bowiem kazda z liczb

2t=1 — 1 (t = p, q,r) dzieli sie przez pqr; wyktadnik

s = 29 generuje w ten sposob tréjke ,firmowa’, ztozong
z liczb 3- 1 4-cyfrowych. Uzyskana teza (pgr — wspdlny
dzielnik trzech liczb) jest o wiele mocniejsza niz wlasnosé
postulowana w zadaniu.

Dokladnie to samo rozumowanie, z tak wzmocniona teza
(i z tym samym przyktadem liczbowym) przedstawit
jeden uczestnik: Jedrzej Garnek. Teraz, po refleksji,
widaé, ze w tej ambitniejszej wersji zadanie byloby
znacznie lepsze; i zostaloby zrobione przez co najmniej
jednego uczestnika; ciekawe, przez ilu. ..

Zadanie 682 [z1,...,2, > 0; > 1/(1+x;) =1
=SV > (n—1)3/1/z;] (WT =2,29; LPR = 11).
Niestety, zadanie okazalo si¢ znane. Pojawito si¢

(m.in.) na konkursie: V. Jarnfk Intl. Math. Competition
(2002), z oficjalnym rozwiazaniem (jak nasze firmowe)
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przez nieréwnos$¢ Czebyszewa dla ciagbéw przeciwnie
monotonicznych; cze$¢ uczestnikéw powolata sie

na to zrédlo. Rozwiazanie oparte na tym samym pomysle
znalezli niezaleznie: S. Bednarek, J. Garnek, P. Duch.

Przyjmujac liczby a; = 1/(1 + ;) jako nowe zmienne
mozna bylo przemodelowa¢ zadang nieréwnoé¢ do postaci
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gdy a; > 0, Zai =1.
Janusz Olszewski pokazal, ze pomiedzy lews i prawa
strone (3) mozna wlozy¢ wyrazenie \/% Doizg Vaifag:
dwie czesci tak powstalej tezy okazujg sie by¢
konsekwencja nieréwnosci, wiazacych srednie:
kwadratowa, arytmetyczna i harmoniczng liczb va;.

Jeszcze bardziej zmyslnie, bez wprowadzania
zmiennych a;, postapil Grzegorz Wiech. Oznaczajac
przez ), A, H érednie (kwadratowa, arytmetyczna,
harmoniczna) liczb \/1/x;, zapisujemy teze zadania

w formie (n — 1)AH < 1; skoro A < Q, H < Q,
wystarczy wykazaé, ze Q72 > n —1. Ale Q72 to

po prostu érednia harmoniczna liczb x;; jej dolne
ograniczenie przez n — 1 tatwo uzyskaé¢ z warunku
Y1/ +x) =1

Jerzy Cislo przeksztalcit (3) do postaci Y f(a;) > 0,
gdzie f(t) = (1 —nt)/\/t( 1—t (@;>0,> a;=1)

i udowodml te teze, szacujac oddmelme dwa fragmenty
badanej sumy — w przedzialtach, gdzie funkcja f jest
wypukla badz wklesta. Najproéciej za$ poradzil sobie
z nieréwnoscia (3) Tomasz Wietecha, odsylajac

do ksiazki: L. Kourliandtchik Powrét do krainy
nieréwnodci, gdzie na stronach 53-55 twierdzenie (3) jest
udowodnione. No coz. . .



